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PREFACIO 


LAS DESIGUALDADES DE PRIMER GRADO O LINEALES son aquéllas que 
tienen la forma 


ax+by+c>0 


(para mayor simplicidad damos una desigualdad con dos incóg- 
nitas x e y). La teoria de sistemas de desigualdades lineales es 
una rama de las mateiáticas no extensa, pero sumamente in- 
teresante. El interés hacia ella, en gran parte, es debido a la 
belleza de su contenido geométrico, pues, traducido al lenguaje 
de la geometría, la definición de un sistema de desigualdades 
lineales con dos o tres incógnitas significa la representación 
de una región o recinto convexo y poligonal en un plano, 
o bien, respectivamente, la representación de un cuerpo convexo 
y poliédrico en el espacio. Asi, por ejemplo, la teoría de los 
poliedros convexos, que es una parte de la geometría tan antigua 
como el mundo, se convierte en uno de los capítulos de la 
teoría de sistemas de desigualdades lineales. Esta teoría tiene partes 
que agradan el corazón del algebrista; entre ellas, por ejemplo, 
la formidable analogía entre las propiedades de sistemas de 
desigualdades lineales y las propiedades de sistemas de ecuaciones 
lineales (todo lo relacionado con las últimas ha sido estudiado 
hace mucho tiempo y con mucho detalle). 

Hasta no hace mucho tiempo podía pensarse que las des- 
igualdades lineales serían siempre objeto de creación puramente 
matemática, La situación cambia radicalmente a mediados de los 
años 40 de nuestro siglo, al surgir una nueva rama de las 
matemáticas aplicadas — la programación lineal — con importantes 
aplicaciones en la economía y técnica. Al fin de cuentas, la 
programación lineal no es más que una de las partes (aunque 
muy importante) de la teoría de sistemas de desigualdades 
lineales. 

Precisamente, este no voluminoso libro tiene por objeto dar 
conocimientos al lector sobre distintos aspectos de la teoría de 
sistemas de desigualdades lineales: sobre la parte geométrica de 
la cuestión y los métodos de solución de sistemas estrechamente 
relacionados con élla; sobre algunas propiedades puramente al- 
gebraicas de estos sistemas y sobre cuestiones de la programa- 
ción lineal. Para su lectura no son precisos conocimientos que 
superen el curso escolar de matemáticas. 


Breves palabras sobre la historia de las cuestiones tratadas 
en este libro, 

No obstante que, por su objeto, la teoría de sistemas de 
desigualdades lineales forma, al. parecer, una de las partes más 
fundamentales y elementales de las matemáticas, hasta no hace 
mucho tiempo a ella se dedicaron relativamente poco. A partir 
de los últimos años del siglo pasado raramente comienzan 
a aparecer trabajos que tratan de unas u otras propiedades de 
los sistemas de desigualdades lineales. A este respecto pueden 
mencionarse nombres de matemáticos tales como G. Minkowski 
uno de los más grandes geómetras de fines del siglo pasado 
y comienzos de éste, conocido, sobre todo, por sus trabajos sobre 
multitudes convexas y como autor de la “geometría de Min- 
kowski”: G. F. Voronoy (uno de los fundadores, en Peterburgo, 
de la “escuela de la teoría de los números”); A. Haar (matemático 
húngaro, conocido por sus trabajos sobre la “integración por 
grupos”); G. Weyl (uno de los más prominentes matemáticos 
de la primera mitad de nuestro siglo, sobre su vida y obra se 
puede leer en el folleto de 1. M. Yaglom “Herman Weyl”, edi- 
torial “Znanie” M., 1967). Algunos de los resultados obtenidos 
por ellos, de una u otra forma, van reflejados en este libro (aunque 
sin mencionar a sus autores). De hecho, la teoría de sistemas 
de desigualdades lineales comienza a desarrollarse con intensidad 
a partir de los años 40 a 50 de nuestro siglo, cuando el desarrollo 
impetuoso de las asignaturas aplicadas (la programación lineal, 
convexa y otras variedades la “programación matemática”; la así 
llamada “teoria de los juegos” y otras) hace indispensable el 
estudio profundo y sistemático de las desigualdades lineales. 
Actualmente, una lista completa de articulos y libros sobre las 
desigualdades lineales contaria seguramente, con centenares de 
distintos títulos. 


$ 1. ALGUNOS HECHOS 
DE LA GEOMETRÍA ANALÍTICA 


1°. Operaciones con los puntos. Tracemos en un plano un 
sistema rectangular de coordenadas. El punto M tiene en este 
sistema las coordenadas x e y que escribimos de la siguiente 
forma: 


M=( 


y) o simplemente. M(x, y). 


El sistema de coordenadas permite realizar con los puntos del 
plano algunas operaciones, tales como adición de puntos y multipli- 
cación de puntos por un número, 

La adición de puntos se define de la siguiente forma: si 
My =(x1 y1) y M2 = (xa, y2), entonces 


M¡+M¿=(%,+X2 yı + Ya) 


Así, pues, la adición de puntos se reduce a la adición de sus 
coordenadas con el mismo nombre. 

El sentido geométrico de esta operación es muy simple (fig. 1): 
el punto M, + M; es el cuarto vértice del paralelogramo construido 
en los segmentos OM, y OM, como lados (O es origen de 
coordenadas). Los otros tres vértices del paralelogramo son M,, 
O, Mx 


Es M,* Ma 
Me 


Mi 


Fig. 1. 


Esto mismo puede ser explicado de otra forma: el punto 
M, + M3 se obtiene del punto M3, procediendo a la traslación 
paralela de este último en dirección al segmento OM, y a una 
distancia igual a la longitud de este segmento. 

La multiplicación del punto M (x, y) por un número arbitrario 
k se realiza conforme a la regla siguiente 


kM = (kx, ky). 


El sentido geométrico de esta operación es aún más simple 
que el de la operación de adición: siendo k > 0 el punto M' = kM 
yace en el rayo OM, además OM’ -OM ; siendo k <0 el punto 
M' yace en la prolongación del rayo OM más allá del punto O, 
además OM' =|k|-OM (fig. 2). 

La deducción de la interpretación geométrica que acabamos 
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de dar a estas dos operaciones será un ejercicio no malo para 
nuestro lector *. 

Estas operaciones son muy cómodas para traducir hechos 
geométricos al lenguaje del álgebra. Daremos algunos ejemplos 
de tales traducciones. 

1) El segmento M,M) está compuesto por todos los puntos 
de la forma 

siM, +52M), 


siendo sí y sz dos cualesquera números no negativos, cuya suma 
es igual a 1. 


4M(*<0) 
Fig. 2. 


Aquí, un hecho puramente geométrico, la pertenencia de un 
punto al segmento M,M,, se expresa en forma de relacción 
algebraica M =s,M, +s¿M, con las limitaciones para sı y sz 
establecidas anteriormente, 

Para demostrarlo, veamos el punto arbitrario M situado en 
el segmento M,M). Trazando lineas rectas, a través del punto 
M, paralelas a OM, y OM, obtenemos el punto N,, situado en 
el segmento OM, y el punto N3, situado en el segmento OM, 
(fig. 3). Supongamos que 

MM MM. 


MO TM 


* Si el lector desconoce los fundamentos de la teoria 
de los vectores. Como es sabido, bajo el punto de vista de la teoria 
vectorial, nuestras operaciones significan lo siguiente: el punto M, + Mz 
es el extremo del vector OM, + OM, y el punto kM, el extremo del 
vector k-OM (con la condición de que el origen -de este vector es el 
punto 0). 
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los números sı y s2 no son negativos y su suma se iguala a 1. 
De la semejanza de los respectivos triángulos hallamos 


ON, _ M,M __ ON, _ MM 


de donde se deduce: N, =5,M,; N¿=s2M),. Pero M = N, + Nz, 
por lo tanto M =s;M, +sM2. Por último, observaremos que 
cuando el punto M recorre el segmento MM, en dirección de 
M, a M, el número sz adquiere todos los valores desde 0 
hasta 1. La afirmación 1) queda demostrada. 


Mo 


Fig. 3. Fig. 4. 


2) Cualquier punto M en la recta M,M, se expresa de la forma 
tM, + (11) Ma, 


siendo t un cierto número, 

Verdaderamente, si el punto M yace en el segmento M¡M», 
entonces nuestra afirmación se deduce de lo anteriormente demos- 
trado. Supongamos que M yace fuera del segmento M/M). En- 
tonces o el punto M, yace en el segmento MM, (como en la 
fig. 4), o Mz yace en el segmento MM). Supongamos, por ejem- 
plo, que tiene lugar el primer caso. Entonces, conforme a lo ya 
demostrado, 


M,=sM+(1—s)M, (0<s< Ib 
De donde 
1 1-4 
5 s 


M,=1M,+(1—1)M), 
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P 1 A 
siendo t= —. Proponemos al lector examinar el caso en que 
s 


Mı yace en el segmento MM. 

3) Cuando el parámetro s crece desde O hasta œ, el punto sB 
recorre el rayo OB*, y el punto A + sB, el rayo saliente de A 
en dirección a OB. Cuando s decrece desde O hasta —>0, los 
puntos sB y A + sB recorren rayos complementarios a los indicados 
anteriormente. Para demostrarlo basta con fijarse en las fig. 5 y 6. 


A+sB 


Fig. 5. Fig. 6. 


De la afirmación 3) se deduce que, cuando s varia desde —x 
hasta +o el punto A+ sB recorre la recta que pasa por A 
paralelamente a OB. 

Está claro que las operaciones de adición y multiplicación 
por un número también pueden realizarse con puntos situados 
en el espacio. En este caso, conforme a la definición, 


M¡+Ma=(x1+X2 yı + Ya 21422) 
kM = (kx, ky, kz), 


Lógicamente todas las afirmaciones demostradas anteriormente 
serán justas también en el espacio. 

Para dar fin a esta parte tomaremos un acuerdo, que más 
adelante nos servirå para formular muchos hechos con mås claridad 
y laconismo. Precisamente, si X° y Zson dos cualesquara conjuntos 
de puntos (en un plano o espacio), acordaremos considerar por 
su “suma” XW 4% el conjunto de todos los puntos de la forma 


* Se supone que el punto B es distinto del origen 
de las coordenadas, O. 
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K +L, siendo K un punto arbitrario de X, y L, un punto 
arbitrario de Z. 

En las matemáticas hace ya tiempo que se utiliza una escritura 
especial para indicar la pertenencia de cualquier punto a un 
conjunto determinado. Concretamente, para indicar que el punto 
M pertenece al conjunto M se escribe M eM (el signo e sustituye 
la palabra “pertenece”). O sea, M +% es el conjunto de todos 
los puntos de la forma K + L, siendo KEX y Lef. 

Partiendo del sentido geométrico de la adición de puntos, 
podemos deducir una regla simple para adicionar los conjuntos 
puntuales X y £. Esta regla consiste en lo siguiente: para cada 
punto Ke%X es preciso formar un conjunto que resulta de Y 
mediante su traslado paralelo al segmento OK: a continuación 
todos los conjuntos, obtenidos de esta forma, se unen en uno. 
Este último será X + % 

Daremos algunos ejemplos. 


1 EY) 
/ 1 
/ / 
(e I 
1 / 
So) 


Fig. 7. Fig. 8. 


1. Supongamos que el conjunto X° está compuesto por un 
punto K, mientras que contiene un conjunto de puntos cualquiera. 

El conjunto K + Zes el resultado de un traslado paralelo del 
conjunto Y al segmento OK (fig. 7). En particular. si % es una 
recta, entonces K + % será una recta paralela a Y. Si en este 
caso la recta % pasa por el origen de las coordenadas. entonces 
K +Ï será una recta paralela a Y que pasa por el punto K 
(fig. 8). 
2. X y Y son segmentos (en un plano o en el espacio) no 
paralelos entre si (fig. 9) Entonces el conjunto X +% es un 
paralelogramo con lados iguales y paralelos a X° y Y (respectiva- 
mente]. ¿Qué resulta cuando los segmentos X y Y son paralelos? 
3. 4 es un plano, y Y un segmento no paralelo a este plano. 
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El conjunto 4 + Les una parte del espacio, comprendida entre 
dos planos paralelos a X (fig. 10), e 

4. X y £ son circulos-de radios r; y rz con sus respectivos 
centros P, y Pz, que yacen en un mismo plano m. Entonces 
A + [ es un circulo que yace en un plano paralelo a x con radio 
r, +r, y centro en el punto P, + P, (fig. 11). 


Fig. 11. 


2°. Sentido geométrico de ecuaciones y desigualdades de primer 
grado con dos o tres incógnitas. 

Examinemos la ecuación de primer grado con dos incógnitas 
xy 


ax+by+c=0. (1) 
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Considerando a x e y como coordenadas de un punto en un 
plano, es lógico que surja la pregunta: ¿qué conjunto en este 
plano forman los puntos cuyas coordenadas satisfacen la ecuación 
(1)? o más breve: ¿qué conjunto de puntos determina la ecua- 
ción (1)? 

Daremos respuesta, aunque quizás sea conocida para el lector: 
la multitud de puntos, determinados por la ecuación (1), es una 
línea recta en un plano, En efecto, si b #0, entonces la ecuación 
(1) se reduce a la forma 

y=kx+ p, 


y, como es sabido, esta ecuación determina una recta. Si por el 
contrario b=0, entonces la ecuación se reduce a la forma 


x=h 


y determina una recta paralela al eje de las coordenadas. 
Semejante pregunta surge también con relación a la desigualdad 


ax+by+c>0, (2) 


¿Qué conjunto de puntos determina en un plano la desigual- 
dad (2)? 

También aquí la respuesta es simple. Si b #0, entonces la 
desigualdad dada se reduce a una de las dos formas 


>kx+p o y<kx+p. 


No es dificil a que a la primera de estas dos desigualdades 
satisfacen todos los puntos situados “por encima” de la recta 
y=kx+ p o en esta recta, mientras que a la segunda, todos los 
puntos situados “por debajo” de la recta y = kx + p o en la misma 
(fig. 12). Siendo b=0 la desigualdad (2) se reduce a una de las 


formas 
x>h o x<h; 


a la primera de ellas satisfacen todos los puntos situados “a la 
derecha” de la recta x=h o en esta recta; a la segunda, todos 
los puntos situados “a la izquierda” de la recta x =h o en dicha 
recta (fig. 13). 

Asi, pues, la ecuación (1) determina en un plano de coordenadas 
una linea recta y la desigualdad (2), uno de los dos semiplanos 
en que esta recta corta dicho plano (consideramos que esta recta 
pertenece a cualquiera de los dos 'semiplanos determinados por 
ella misma). 
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Ahora resolveremos cuestiones análogas con relación a la 
ecuación 
ax+by+cz+d=0, (3) 
y a la desigualdad 
ax + by +cz+d>0; (4) 


claro está que para ello x, y, z deberán considerarse como 
coordenadas de un punto en el espacio. 


El resultado, como no es dificil prever, será el siguiente. 

TEOREMA. La ecuación (3) determina en el espacio cierto plano, 
y la desigualdad (4), uno de los dos semiespacios en los que dicho 
plano corta a todo el espacio (el mismo plano se considera per- 
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tenccicnte a cualquiera de los dos semiespacios determinados 
por él). 

DEMOSTRACION De tres números a, b y c por lo menos uno 
es diferente de cero, sea. por ejemplo, c 0. Entonces la ecuación 
(3) se reduce a la forma 


z=kx+ly +p. (5) 

Designemos por Y el conjunto de puntos M(x, y, 2) que veri- 
fican la ecuación (5). Nuestro fin es demostrar que Yes un plano 
Veamos que puntos de Y pertenecen al plano de coordenadas 


yOz. Para ello consideramos que cn la ecuación (5) x=0 
Tenemos entonces 


2=ly+p. (6) 


Asi, pues, la intersección de % con el plano yOz es la recta u, 
determinada en este plano por la ecuación (6) (fig. 14). 


De la misma forma hallamos que la imtersección de + con 
el plano x0Oz es la recta », determinada en este plano por la 
ecuación 


z2=kx+p m 


Las dos rectas u y v pasan por el punto P (0. 0, pl 
Designemos por z el plano que contiene las rectas u y i 
Demostremos que 1 pertenece al conjunto Y 
Para ello será suficiente establecer el siguiente hecho la recta 
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que pase por cualquier punto Aer paralela a u pertenece a Y. 

Primeramente hallaremos cualquier punto B, tal que OB [| u. 
En el plano yOz la ecuación z= ly + p determina la recta $, 
por consiguiente, la ecuación z = ly determina una recta paralela 
a u, que pasa por el origen de las coordenadas (en la fig. 14 se 
da en linea a trazos). En calidad de B se puede tomar un punto 
con coordenadas y = 1, z =l, yaciente en esta recta, 

El púnto arbitrario Aer tiene las coordenadas x, 0, kx + p- 
El punto B elegido por nosotros, tiene las coordenadas 0, 1, l 
La recta que pasa por 4 paralelamente a u está compuesta por 
los puntos 


A+sB= (x, 0 kx+p)+s(0, 1, = (x, s, kx + p+ si), 


siendo s un número arbitrario (véase la afirmación 3) en el 
reparto 1°). Es fácil comprobar que las coordenadas del punto 
A+ sB verifican la ecuación (5), es decir, A+sBe.2. Con ello, 
queda demostrado que el plano r pertenece totalmente al 
conjunto Y 

Nos queda por dar el último paso, o sea, demostrar que 
comcide con n, es decir, que el conjunto 4 no contiene ningún 
punto fuera de n. 


Fig. 15. 


Para demostrarlo examinemos tres puntos: el punto M (Xo, Yo, Zo), 
satuado en el plano n: el punto M' (xo, Yo, Zo + £), situado “sobre” 
el plano n (e >0) y el punto M” Xo. Yo. Zo— £}, situado “bajo” 
el plano x (fig. 15) Como Mer, entonces zo = kxo + lyo + p 
y, por consiguiente, 


Zo + € > kxo + lyo + p, 
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Zo E< kxo + lyo + Pp. 


De esto se deduce que las coordenadas del punto M’ satisfacen 
la desigualdad estricta 
z2>kx+ly+p, 
y las coordenadas del punto M”, la desigualdad estricta 
2<kx+Ily+p 
Por lo tanto, M' y M” no pertenecen a % Esto demuestra que 
` £ coincide con el plano 1. Además, de nuestros razonamientos, 
se deduce que el conjunto de todos los puntos, que verifican 
la desigualdad 
ax + by +cz+d>0, 


forma uno de los dos semiespacios (“superior” o “inferior”) en que 
el plano x divide todo el espacio. 


$ 2. SENTIDO GEOMÉTRICO 
DE UN SISTEMA DE DESIGUALDADES 
LINEALES CON DOS O TRES INCÓGNITAS 


Sea dado el sistema de desigualdades 
ax+bjy+c,>0, 


ax + bzy + c, > 0, a 
) 


Am + BY + Em 20, 


con dos incógnitas x e y. 

La primera desigualdad de este sistema determina en un plano 
de coordenadas xOy cierto semiplano Fl, la segunda, el semiplano 
Mz y así sucesivamente. Si cualquier par de números x, y, 
satisface todas las desigualdades (1), entonces el punto M (x, y) 
pertenece a todos los semiplanos Tl,, Mz, ..., Ml, al mismo 
tiempo. En otros términos, el punto M pertenece a la intersección 
(parte común) de dichos semiplanos, Es fácil ver que la inter- 
sección de una cantidad finita de semiplanos representa una 
región poligonal X. En la fig. 16 se muestra una de estas 
posibles regiones X. A lo largo del contorno de esta región, se 


P 
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dan rayas dimgidas hacia el interior de la región. Estas rayas 
al mismo liempo, indican a qué lado de cada recta yace el 
respectivo semiplano; lo mismo indican las flechas. 

La region, o recinto. Y se llama región de soluciones del 
sistema (1). Al msmo tiempo indicamos que la región de solu- 
ciones no siempre es limitada: como resultado de la intersección 
de varios semiplanos puede surgir también una región ilimitada 
como, por ejemplo, la region dada en la fig. 17. Teniendo en 


Fig. 16. Fig. 17. 


cuenta el hecho de que el contorno de la region X esta formado 
por trazos de rectas (o por rectas completas), consideramos que 
X es una región poligonal [observaremos que cuando la region 
X es lilimada se llama simplemente poligono*! de soluciones del 
sistema (1)]. Claro está que tambien es posible el caso cuando 
no hay m un punto común a todos los semiespacios considera» 


* Aquí debemos hacer una advertencia pura evitar 
malentendidos Fn ol curso escolar de geometria. por “poligono” se 
entiende una Ímea cerrada compuesta por segmentos de rectas Mientras 
tanto en la Ireratura sabre desigualdades lineales este termino significa 
no la propia Inea sino cl conjunto de todos los puntos del plano, 
ubarcados por ella (es decir, yacientes dentro ù en la misma Jinea) Más 
adelante el termino “poligono” se mierpreta precisamente en este ultimo 
sentido 
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dos, es decir, cuando la región X° está “vacia”, esto significa 
que el sistema (1) es contradictorio, Este caso viene dado en la 
fig 18. 

La región de soluciones X es siempre convexa. Recordaremos 
que, según la definición general, el conjunto de puntos (en un plano 
o espacio) se llama convexo, si junto con dos cualesquiera de Sus 
puntos A y B ésta contiene todo el segmento AB. En la fig. 19 
se demuestra la diferencia entre conjuntos convexos y no convexos. 


KE _—___—_—. 
y 


Fig. 18, 


e 
4 


Fig. 19. 


La convexidad de la región de soluciones X se deduce del 
propio procedimiento de formación de esta region; pues, esta 
ultima, se ha obtenido mediante la intersección de varios semiplanos, 
cada uno de los cuales es un conjunto convexo, 

Además, para que no quede ninguna duda con relación a la 
convexidad de %, demostraremos el siguiente lema 
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tema. La intersección de cualquier número de conjuntos convexos 
es un conjunto convexo. 

DEMOSTRACIÓN Sean X, y A dos conjuntos convexos y Y, 
su intersección. Examinemos dos puntos cualesquiera A y B 
pertenecientes a X (fig. 20). Como AEX, BEX, y el conjunto 
X, es convexo, entonces el segmento AB pertenece a X, 
De forma análoga el segmento AB pertenece a X, O sea, el 
segmento AB pertenece, al mismo tiempo, a los dos conjuntos X, 
y X, y, por consiguiente, también a la intersección de ambos X. 
Con esto queda demostrado que X es un conjunto convexo. Una 
reflexión análoga nos demuestra que la intersección de cualquier 
número (no obligatoriamente de dos) de conjuntos convexos es 


un conjunto convexo. 
WE 


7 


Fig. 20. 


Asi, pues, el lugar geométrico de los puntos cuyas coordenadas 
satisfacen todas las desigualdades (1), o la región de soluciones del 
sistema (1), es la región convexa y poligonal X. Esta región surge 
como resultado de la intersección de todos los semiplanos, que 
corresponden a las desigualdades del sistema dado. 

Examinemos el caso de tres incógnitas. Ahora tenemos dado 
el sistema 


ax + biy + ciz + di >20, 
arx + bzy + c22 + dz > 0, 
a ah D (2 
GX + Bm Y + Cm2 + dm > 0. 
Como es sabido por el párrafo 1, cada una de estas desigualdades 
determina cierto semiespacio. Por lo tanto, la región determinada 


por este sistema representará la intersección (parte común) de m 
semiespacios. Pero la intersección de una cantidad finita de semies- 
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pacios es cierta región convexa y poliédrica 4% En la fig 21 
se da un ejemplo de tal región, siendo m =4. En este ejemplo 
la región X representa un simple tetraedro (más exacto, Y está 
compuesta por todos los puntos que yacen dentro y en las super- 
ficies del tetraedro). Y, en general, no es dificil comprobar que 
cualquier poliedro convexo puede obtenerse a consecuencia de la 
intersección de una cantidad finita de semiespacios*. Claro que 


Fig. 21, 


tambien es posible el caso cuando la region Æ no es limitada 
(se extiende infinitamente); un ejemplo de tal región se da en la 
fig. 22. Por último, puede suceder que no existan, en general, 
puntos que satisfagan a todas las desigualdades consideradas [el 
sistema (2) es contradictorio], entonces la región X está vacia. 
Un caso semejante está representado en la fig. 23, 

Especialmente, debemos detenernos en el caso cuando entre las 
desigualdades (2) hay dos 


ax+by+cr+d>0, 


* Esta parte necesita una aclaración semejante a la 
dada en la pág, 20. La cuestión es que en el curso escolar de geometria. 
por “pohedro" se comprende una superficie cerrada, compuesta por caras 
planas. Nosotros vamos a depositar en este termmo un contenido más 
amplio, denominando por “poliedro”, no a la propia superficie, sino al 
conjunto de todos los puntos del espacio abarcados por este (naturalmente. 
este conjunto incluye también la misma superficie, pero solamente como 
parte). 
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—ax — by — cz — d > 0, 
tales, que ruedan ser sustituidas por una sola ecuación 
ax + by + cz +d =0. 


Esta última determina cierto plano z en el espacio. Las otras 
desigualdades (2) determinan en el plano m cierta region convexa 
y poligonal, la cual sirve como región de soluciones del sistema (2). 
Vemos, que un caso particular de región convexa y poliédrica en el 
espacio puede servir una región convexa y poligonal en un plano. 


Fig. 22. 


Fig. 23. Fig. 24. 


En la fig. 24 la región Y es un triángulo, constituido por la 
intersección de cinco semiespacios: dos de ellos están limitados 
por un plano “horizontal” n y los otros tres forman en la inter- 
sección un prisma triedro “vertical”, 

Por ser un caso análogo al de dos incógnitas, denominaremos 
la región X por región de soluciones del sistema (2). Subrayamos 
una vez más la circunstancia de que la región X por ser la 


25 


interseccion de un cierto número de semiespacios, es forzosamente 
convexa. 

O sea, el sistema (2) determina en el espacio una región X. 
convexa y poliédrica. Esta última es resultado de la intersección 
de todos los semiespacios que satisfacen las desigualdades del 
sistema dado. 

Si X’ es una region limitada, entonces se denomina, simple- 
mente, poliedro de soluciones del sistema (1), 


y 3. CÁPSULA CONVEXA DE UN SISTEMA 
DE PUNTOS 


Imaginemonos que en un plano con aspecto semejante al de 
una hoja sin limites de madera contrachapada, en los puntos 
Ay, Az, ..., Ap están clavados piquetes. Estirando, como es debido, 
un lazo de goma, abarquemos con el todos los piquetes (en la 
fig. 25, la linea de trazos) A continuación dejemos el lazo 
contracrse en la medida que lo permitan los piquetes El conjunto 
de puntos, abarcados por el lazo despues de contraerse, se 
muestra en rayado en la fig 25. Esta multitud representa, 


naturalmente, un poligono convexo. Este ultimo se llama capsula 
convexa del sistema de puntos Ay, Az. 

Realizar semejante experimento cuando los puntos Ap, 4z,--., Ap 
se situan no en un plano sino en el espacio, practicamente, es 
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bastante difícil No obstante, demos liberiad a la imaginación 
y supongamos que hemos logrado meter los puntos Ay, Az, -., Ap 
en un saco de goma fina y sólida. Este saco se contraerá hasta 
que no comiencen a impedirlo algunos de los puntos. Por fin 
llegará el momento en que el saco cese de contraerse (fig. 26). 
Claro que al llegar este momento, el saco toma la forma de un 
poliedro convexo con sus vertices en algunos de los puntos Ay, 
Az «y Ap La región del espacio abarcada por este poliedro 
tambien se llama cápsula convexa del sistema de puntos Ai, 
An... A, 


p 


Fig. 26. 


La definición que acabamos de dar a la cápsula convexa, 
aunque es muy evidente, no es del todo irreprochable desde el 
punto de vista de la “estrictez matemática”. A continuación 
daremos su definición estricta. 

Supongamos que A, Azn .. 4, es un conjunto arbitrario 
-de puntos (en un plano o espacio) Exammemos todos los puntos 
que puedan tener la forma 


SA1+S2 424 +57 Ap w 
siendo $1, 52, . , Sp Cualesquiera números no negativos, cuya suma 
es gua a la unidad 

dni 20 Y Hs sy = 1 (2) 


DEFINICION El conjunto de puntos de la forma (1) con la condicion 
(2), se denomma capsula convexa del sistema de puntos Aj. Az... 
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.., Ap y se designa 
lAn An 000, Ap): 


Para convencernos de que esta definición no difiere de la 
anterior, veamos primeramente el caso p = 2 y p=3. Siendo p=2, 
tendremos dados dos puntos A; y Az El conjunto (Ay, Az), 
conforme a la afirmación 1), párrafo 1, es el segmento A, Aj. 

Si p=3 tendremos dados tres puntos A,, Az y Ay. Demos- 
tremos que el conjunto <A, Az, A) está compuesto por todos 
los puntos que yacen dentro y en los lados del triángulo 4,4243. 

Y en general, demostremos el siguiente lema. 


LEMA El conjunto (Ay, ..., Ap-=1, Ap) está compuesto por todos 
los posibles segmentos que unen el punto A, con los puntos del 
conjunto X4A,, , Ap 1) 


DEMOSTRACION. En lo sucesivo, para comodidad de escritura, 
designaremos el conjunto (Ay, ..., Ap=1> por Mp; y el conjunto 
A PA Mij 

Veamos cualquier punto Ae M, Este punto tiene la forma 

A TO PE F SA 
siendo 

mos >20 5+..+5%81 
Si s, =0, entonces AG <M,_,, © sen, el conjunto My es parte 
de M, Si sy = l, entonces A = Ap © sea, el punto A, pertenece 
a M p, Asi pues, M, contiene a M p- y al punto Ap À conti- 
nuacion demostraremos que cualquier segmento A'Ap siendo 
A'EM p1, pertenece totalmente a M y 

Si A es un punto de tal segmento, entonces 


A=14 + sA, (s20, t+s=1) 
Por otra parte, según la definicion del punto A', tenemos 
AA+ + lA 
Ur o tp-120, 6.+ +p =l) 
por consiguiente, 
AMA + tp Ap 1 ESA po 


Suponiendo que tt, =S +... tip-1 =Sp=4, S= Sp obtenemos 
(1) y (2) Con esto queda demostrado que AcM, Asi, pues, 
cualquiera de los segmentos indicados pertenece totaimente a 

m 
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Nos queda por comprobar que el conjunto M , no tiene otra 
cosa que no sean dichos segmentos, es decir, que cualquier punto 
A de M, pertenece a uno de los segmentos a considerar. 

Sea AEM y Entonces tenemos (1) y (2). Se puede considerar 
5) % 1, de lo contrario, A = A, y entonces no nos quedará què 
demostrar. Pero siendo s, # l, entonces Sı +... + Sp-1 = ls) > 
>0, por lo tanto podemos escribir 


Si 
A=(s +58. 0) A ari 
(si + 5p do e 1+ 


Tawy r 

+ EENE rea Aru] SpÁp 
La expresión entre corchetes determina cierto punto A' perteneciente 
a My. ya que los coeficientes de Aj, ,.., Ap-w en esta 
expresión, no son negativos y su suma es igual a 1. O sea, 


Ads +... + Spi) A + SpA po 


Puesto que los coeficientes de A" y A, tampoco son negativos 
y su suma es igual a 1, entonces el punto A se encuentra en el 
segmento A'A, Con esto finaliza la demostración del lema. 

Ahora no es difícil comprobar que las definiciones evidente 
y estricta, que damos a la cápsula convexa al comienzo de este 
párrafo, son equivalentes. En efecto, independientemente a cuál 
de las dos definiciones utilicemos como base, el paso de la 
cápsula convexa del sistema Ai, ..., Ap-1 4 la cápsula convexa 
del sistema Ai, +,., Ap-1» Ap transcurre en ambos casos conforme 
a una misma regla: el punto 4, debe unirse mediante segmentos 
con todos los puntos de la cápsula convexa para Ai +... Ap-1 
(con una definición evidente de cápsula convexa dicha regla se 
manifiesta directamente; si la definición es estricta, esta regla forma 
el contenido del lema). Ahora, si tenemos en cuenta que siendo 
p=2, conforme a ambas definiciones, obtenemos un mismo 
conjunto, o sca, el segmento A,A, entonces la equivalencia de 
las dos definiciones se hace evidente. 

Mas aún no hemos justificado por completo el término 
“cápsula convexa”, pues, todavía no tenemos demostrado que el 
conjunto <An An ,.., Ap) es siempre convexo. Hagámoslo 
a continuación. 

Sean A y B dos puntos arbitrarios de este conjunto: 

A=s5 A + s243 ++ + SpAp 
B=t,d; +1242+.--+ Ap 
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siendo 
Sii vay Splis <<, 1:30, 
Srki tisti antt, (83) 
Cualquier punto C del segmento AB tiene la forma 
C=sA+1B, 
siendo s, 1>0,5s+1=1, (4) 


de esto se deduce 
Coss A +. ..+5 4) + tliA + +A) = 
= (551 H) A, H.. H (85) + tip) Ap 


Conforme se deduce de (3) y (4) los nùmeros que son coefi- 
cientes de Aj, ..., A, no son negativos y su suma es igual a 1. 
Esto significa que el punto C pertenece al conjunto <A, Az 

» Ap)», es decir, que este conjunto es convexo. 

Al mismo tiempo, no es dificil comprobar que Ay, Az, ..., Ap) 
es el conjunto menor entre todos los conjuntos convexos que 
contienen los puntos iniciales Aj, Az .... Ap es decir, que este 
conjunto va incluido en cualquiera de tales conjuntos. Esta 
afirmación se deduce directamente de la demostración del lema 
anterior, y de la definición de conjunto convexo 

Este hecho da explicación a la denominación de “cápsula 
convexa”, Al mismo tiempo da una explicación mas al hecho 
de que el conjunto (Ay, Az, ..., Ap) puede ser obtenido por el 
procedimiento descrito al principio de este parrafo. Es que el 
conjunto abarcado por el lazo de goma (o saco de goma) después 
que éste se contrae todo lo posible alrededor del sistema de 
puntos Ay, An , -. Ap, e5, precisamente, el menor conjunto 
convexo que contiene a dichos puntos. 


$ 4 CONO POLIEDRO CONVEXO 


Comenzaremos por su definición. 

CONO POLIEDRO CONVEXO se lama la intersección de un número 
limitado de semiespacios, cuyos planos confines o limites pasan por 
un mismo punto, este último se lluna vértice del cono. 

Primeramente indicaremos qué relación tiene cl concepto de 
cono poliedro convexo con respecto a los sistemas de desi- 
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gualdades lineales. Nos limitaremos a un caso particular, precisa- 
mente, al caso cuando el vértice del cono es el origen de las 
coordenadas. Esto significa que todos los planos confines pasan 
por el origen de las coordenadas. Ahora bien, la ecuación de un 
plano que pasa por el origen de las coordenadas tiene la forma 
ax+by+c=0 
[el término independiente de esta ecuación debe ser igual a cero 
de lo contrario (0, 0, 0) no será solución]. Asi, pues, un cono 
poliedro convexo con el vértice en el origen de las coordenadas 
es la región de soluciones de cierto sistema de desigualdades 
homogéneas: 
ax + biy + ciz > 0, 


a,x + by + c27 È 0, 
AmX + bmY F Enz 20. 


Naturalmente, también es válido lo inverso: la región de solu- 
ciones de un sistema de desigualdades homogéneas siempre 


Fig. 27. 
Ó<—_nn—Á 
representa cierto cono poliedro convexo con el vértice en el 
origen de las coordenadas. 

Ejemplo de cono poliedro convexo puede ser una región 
convexa en el espacio, cuyos confines o límites es cierto ángulo 
poliedro con el vértice S, — algo parecido a una pirámide convexa, 
ilimitada y sin base, que se extiende sin limites desde su vértice — 
(en la fig. 27 se da una de estas pirámides con cuatro caras). 
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También pueden haber casos menos interesantes, por ejemplo: 
1. Un semiespacio (fig. 28, a). En este “cono” vertice puede ser 
cualquier punto Sex; siendo n plano confín de dicho semiespacio. 
2. La intersección de dos semiespacios, cuyos planos confines 
se cortan por una recta 1 (fig. 28,b). Vértice puede ser cualquier 
punto Sel, 


a) 


12] 


Fig. 28. 


3, Un plano. Naturalmente, que cualquier plano n en el espacio 
puede considerarse como la interseccion de dos semiespacios, 
situados por diferentes lados de n (fig. 28,c) En este caso, vértice 
puede ser cualquier punto Ser. 

4, Un semiplano (fig 28,d). Vértice S puede ser cualquier 
punto de la recta confin. 

5. Una recta. En el espacio, cada recta ] puede obtenerse 
mediante la intersección de tres semiespacios, cuyos planos confines 
pasan por ! (fig. 28,e] El vértice S puede ser cualquier punto 
de la recta L 

6. Un ángulo (menor que 180%) en un plano arbitrario m 


32 


(fig. 28, f). Este ángulo puede resultar de la intersección del plano 
n con dos semiespacios (¿cómo concretamente?). 

7, Un rayo (fig. 28,9). Un rayo puede ser considerado como 
la intersección dc una recta con un semiespacio. Vértice S es el 
origen del rayo. 

8. Un punto. Un “cono” semejante puede obtenerse tomando 
la parte común entre un rayo y un respectivo semiespacio 
(fig. 28, h). > 

Claro que los ejemplos enumerados de 1 a 8 difieren (unos 
en menor, otros en mayor grado) de la habitual utilización de la 
palabra “cono”, pero nos vemos obligados a conformarnos con 
ello si queremos conservar la definición general de cono poliedro 
convexo, dada al principio de este párrafo. 

Ahora procuraremos demostrar, en unas palabras, que los 
conjuntos que acabamos de enumerar representan todos los conos 
convexos en el espacio. 

Supongamos que p significa cierta cantidad de semiespacios, 
cuya intersección constituye el cono considerado Y. Siendo p= l, 
nuestra afirmación es válida, puesto que entonces X° es un semi- 
espacio. Un simple cálculo, que proponemos hacer al lector, 
muestra que siendo nuestra afirmación válida para el cono obtenido 
mediante la intersección de p semiespacios, lo será tambièn para 
un cono obtenido mediante la intersección de p+ 1 semicspacios. 
De esto, conforme al principio de inducción matemática completa, 
se deduce que nuestra afirmación es válida para cualquier p. 

Los conos convexos poliedros contienen muchas propiedades 
interesantes, mas los márgenes de este libro no nos permiten 
profundizar sobre el tema, no obstante. procuraremos exponer 
algunos hechos, en parte en este párrafo y en parte en el 
párrafo 12. 

Formulemos una definición más o, si se quiere, una designación. 

Sea By, Ba, .... B, el conjunto arbitrario de una cantidad 
finita de puntos (en el espacio). Con los simbolos (B,. By. ..-. By) 
designaremos el conjunto de puntos de la forma 


HB, + taB2 +. + taB 


siendo ti, lz, ..., 1, números arbitrarios no negativos. 

¿Que representa geométricamente el conjunto (By, Bz, .... B,)? 
De la definición queda claro, que este conjunto representa la suma 
de los conjuntos (By), (Bz), .... (Ba): por cso, primeramente 
debemos determinar qué representa el conjunto (B), es decir. el 
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conjunto de puntos de la forma tB, siendo t cualquier número 
no negativo y B un punto fijado. La respuesta a esta última 
pregunta es evidente: si B es el origen de las coordenadas, 
entonces el conjunto (B) también coincide con este origen, de lo 
contrario (B) es un rayo que parte del origen de dichas coor- 
denadas y que pasa por el punto B. Ahora observemos que la 
suma de cualquier conjunto con el origen de las coordenadas 
nos da nuevamente este mismo conjunto; con esto queda claro 
que al examinar el conjunto (B,, Bz, -.., B,) no perdemos nada, 
si consideramos todos los puntos B,, B} .,., B, diferentes del 
origen de las coordenadas. En este caso, el conjunto la, Bro... Bj) 
representará la suma de los rayos (By), (Bz), .... (B,). 

La última observación hace casi evidente cl siguiente lema. 

LEMA El conjunto (By, ..., By-1, Ba) es la unión de segmentos, 
que unen cada punto del conjunto (By, .. , By-1) con cada punto 
del rayo (B,) 

Una estricta demostración de este lema se hace por el mismo 
procedimiento que para demostrar el lema análogo del parrafo 3, 
recomendamos al lector realizarla por su cuenta 

Partiendo de este lema, es fácil deducir que (B,, B3) es un 
ángulo, una recta, o bien un rayo (fig. 29,a, b, c) A continuación 


Be 
——— B, 
BB 0 8, oo" 
e) 
2) 
Fig. 29. 


sera fàcil establecer que (Bı, Ba, Bs) es uno de los siguientes 
conjuntos: una piramide triangular ilimitada, un plano, un semi- 
plano, un ángulo, una recta o un rayo. Ahora está claro que 
entre los conjuntos (B,, Ba, ..., B,) y los conos poliedros convexos 
debe existir una relación estrecha, Y esta relación efectivamente 
existe, Para mayor claridad formularemos las respectivas afirma- 
ciones en forma de dos teoremas. 

TEOREMA 1 El conjunto (B,, B}, ... B,), o bien coincide con 


1228 
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todo el espacio, o bien representa cierto cono poliedro convexo con 
el vértice en el origen de las coordenadas. 

En efecio, el conjunto (B,, Bz, ..., By), puede coincidir con 
todo el espacio, lo demuestra el siguiente ejemplo. Consideremos 
cuatro puntos B,, B2, Ba, B4 situados de tal forma que los rayos 
(Bı), (B2) (Ba), (Ba), constituyen, por pares, ángulos obtusos 
(fig. 30). Cada uno de los conjuntos (Bj, Bz, Ba), (Bj, Bz, Ba), 


Fig. 30. 


(Bi, Ba, Ba), (Ba. Bs, Ba) representa una pirámide triangular 
ilimitada con el vértice en el origen de las coordenadas. Eviden- 
temente, el conjunto (B,. By, By, B4) contiene cada una de estas 
pirámides, Ahora bien, la unión de dichas pirámides coincide 
con todo el espacio. 

TEOREMA 2 Cualquier cono poliedro convexo con el vértice en el 
origen de las coordenadas es un conjunto de la forma (B,, Ba, ..., By). 

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 1 La daremos en rasgos generales, 
Utilizaremos para ello el metodo de inducción matemática completa. 
La confirmación del teorema, siendo q = l, es evidente. Supon- 
gamos, ahora, que este teorema se cumple para los conjuntos 


de la forma (B,,.-., B,) y, basándonos en este hecho, demostremos 
su validez para el conjunto (Bj, .... Ba By+1). 
Conforme al presupuesto de inducción. (B,, ..., B4) representa 


o todo el espacio, o bien cierto cono poliedro convexo en este 
espacio. El primer caso, prácticamente, no necesita demostración, 
puesto que entonces (Bi, .... Bp By+1) es también todo el 
espacio. Sea que tiene lugar el segundo caso: (B,, ..., B,) es el 
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cono poliedro convexo X. Conforme al lema, el conjunto 
Bro By B¿+1) es la umon de os segmentos que yan desde 
cada punto del conjunto X hasta cada punto del rayo (B,+1). 
Pero, como hemos demostrado anteriormente, cualquier cono 
poliedro convexo X es, o bien una pirámide convexa ilimitada, 
o bien uno de los conjuntos 1—8. Examinando para cada uno 
de estos dos casos, la unión de segmentos que acabamos de 
indicar, no es dificil convencerse (hágalo el lector por su cuenta) de 
que esta union, o bien coincide con todo el espacio, o bien 
representa de nuevo un cono poliedro convexo. Asi pues, el 
teorma es valido para conjuntos de la forma (B,) asi como 
también para (B,, .... By B,,,). puesto que lo hemos consi- 
derado justo para (B,, -.., B,) De ello se deduce que este 
teorema es válido para cualquier q. 

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2 Supongamos que J es un cono 
pohiedro convexo con el vértice en el origen de las coordenadas O 
Como hemos dicho, X o bien es una pirámide convexa ¡Jiumitada, 
o bien una de los conjuntos 1—8. 

Supongamos que % es una pirámide, Elijamos un punto en 
cada una de sus aristas; obtenemos un sistema de puntos B,, 
Ba . Bọ Alirmamos que el conjunto (Bj. By ., By) es, 
precisamente, X 


Para demostrarlo examinemos Un plano cualquiera x, que corta 
todas las aristas de la pirámide X  Obtenemos los puntos Bi, 
Ba .... B, (fig 31). Es evidente que 


Bi=k,B. Bi=k3Bp.... B,=k B (mm 
siendo k,, kz, ką ciertos números no negativos. 


36 


Supongamos ahora que B es cualquier punto de nuestra 
pirámide diferente de su vértice O. El rayo OB se cruza con el 
plano m en cierto punto B', Es evidente que B' pertenece a la 
cápsula convexa del sistema Bi, Bz, --., Bj Y por lo tanto 


B=sB +5:B2+...+5Bp 
siendo Sí, $2, +++, 8, MÚmeros no negativos cuya suma es igual a 1 
Ahora, si tenemos en consideración a (1) obtenemos 
B' = s,k;B, +52k2B2 +... + 5 kBp 
y teniendo también en consideración que B' = kB (k > 0), obtenemos 
B=1,B,+0B2+...+4By 
donde 


t= (1=1,2,...,4). 


Así pues, hemos demostrado que cualquier punto B de la 
pirámide X pertenece al conjunto (B,, B2, 
es decir, que cualquier punto del conjunto (Bi, Ba, ©. B4) 
pertenece a A es evidente. O sea, X coincide con (B,, Ba, ..., Ba). 

El caso en que X es uno de los conjuntos exclusivos 1—8, 
se analiza sin dificultad alguna y por eso se lo concedemos al 
lector. 


$ 5. REGIÓN DE SOLUCIONES 
DE UN SISTEMA DE DESIGUALDADES 
CON DOS INCÓGNITAS 


Ahora, nuestra tarea es dar una descripción eficaz a todas las 
soluciones de sistemas de desigualdades lineales. En este párrafo 
esta tarea se cumple para sistemas con dos incógnitas x e y. 
No obstante a que el número de incógnitas no es grande (sólo 
dos), procuraremos analizar estos sistemas desde posiciones gene- 
rales, es decir, de tal forma que los resultados asi obtenidos 
puedan ser transferidos fácilmente a sistemas con mayor número 
de incógnitas. 

Al fin de cuentas, la solución de cualquier sistema de desigual- 
dades lineales se reduce a la solución de una serie de sistemas 
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de ecuaciones lineales. Nosotros consideraremos „la solución de 
sistemas de ecuaciones lineales como algo simple, como una ope- 
ración elemental, y no nos desconcertaremos, si para utilizar el 
método propuesto tenemos que realizar esta operación muchas 
veces, 

1°. Lemas INDISPENSABLES. Sea dado el sistema de desigualdades 


ax+biy+c,>0, 
ax +bay+c7>0, 
(1 


AX + BY + Cm 20. 
Resulta conveniente examinar, junto con este sistema, el siguiente 
sistema de desigualdades homogéneas. 
ax+bjy>0, 
ax + by > 0, 
de: a 
AX + By 20, 
y también el sistema correspondiente de ecuaciones homogéneas. 


ax + b,y =0, 
ax + b3y=0, 
Xx + by = 0 


La región de soluciones del sistema (6), en un plano de 
coordenadas xOy, la designaremos por Y, la del sistema (2), por 
Xo y la del sistema (3), por £. Está claro, que Lc A o (el 
simbolo < significa "incluido en” 

Lema 1 Se cumple la inclusión 


HHXH, 


es decir, la suma de cualquier solucion de un sistema de desigual- 
dades dado con cualquier solución del sistema correspondiente de 


*! No se debe confundir el simbolo <= con el simbolo 
€ utilizado anteriormente. Este ultimo se uinliza en el caso cuando se 
trata de la pertenencia de un punto cualquiera a un conjunto cualquiera 
Cuando se quiere indicar que un conjunto es parte de otro, se utiliza 
el simbolo <= 
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desigualdades homogéneas, es nuevamente solución del sistema dado, 
DEMOSTRACIÓN. Sea A un punto arbitrario de 4 y B, un punto 
arbitrario de Y y. Entonces son justas las desigualdades 


ax + biya + 0120 axs + b1yp > 0, 
0x4 + baya + c2 >O, axs + baya > 0, 
oy s E E.) y SE E Pos 
mX a + bmYA F Cm ZO AmXa + bmYs > 0. 


Sumando cada una de las desigualdades escritas a la izquierda 
con las correspondientes escritas a la derecha, obtenemos 


a, (xa + Xa) + bi (ya + Ya) +01 >O, 
az{x4 + xa) + b2 (ya + Ys) + cz > 0, 
Am (X4 + Xa) + bm (Ya + Ya) + Cm > O. 

Estas desigualdades significan que el par de números x4 + Xg 
€ Ya + ya — coordenadas del punto A + B— es solución del sistema 
inicial (1), es decir, que A + Be. Y con esto queda demostrado 
el lema. 

Lema 2 1) Si un rayo, con origen en el punto A, pertenece 
totalmente al conjunto X, y si P es un punto arbitrario de este 
rayo, entonces P= AEX y. 

2) Si una recta pertenece totalmente al conjunto X, y st A y P 
son dos puntos arbitrarios en esta recta, entonces P— A€ Y. 

DEMOSTRACIÓN 1) Designamos el punto P— A por B. El rayo 
considerado está compuesto por puntos de la siguiente forma 


A+sB, (4) 
donde s es un numero arbitrario no negativo (fig. 32). Segun la 
condición, cualquiera de estos dos puntos es solución del sistema 
(1), es decir 

a; (xy + sxa) + bi (Ya + Sye) + ci S0, 
az (Xa + 8x8) + bz (y4 + sya) + cz > 0, 
(5) 


Gm \Xa + SXB) + bm WA + Sya) + Em > O. 


Veamos, por ejemplo, la primera de estas desigualdades. Puede 
ser escrita de la forma 


larsa + biya + 01) + 5(01xp + biya) 20 


39 


Puesto que esta desigualdad es justa con cualquier s > 0, entonces 
el coeficiente de s, como no es dificil ver, tiene que ser un 
número no negativo 


dixa3+b,y2>0, 


Analizando de forma análoga las demás desigualdades (5) se puede 
obtener: 


Xa + baya > 0, 


AmXg + bmYg Z O 


por lo que vemos que el punto B pertenece al conjunto X y 


» 


1! 
1 
| 
l 
A p=p-A 


ogp-—---—- 
\, 


Fig. 32. 


La demostración 2) se realiza de forma analoga. La recta 
considerada se compone por los puntos de la forma (4) donde s 
es un número arbitrario. Por eso las desigualdades (5) son válidas 
para cualquier valor de s. De ello se deduce que. en cada una 
de estas desigualdades, el coeficiente sumario de s debe igualarse 
a cero, es decir, 

é aixo + biya = 0, 


axa + bya = 0, 
amXa + bmy'a = 0. 
Por lo tanto, Be%, El lema queda demostrado 
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Fácilmente vemos que los lemas 1 y 2 son válidos para sistemas 
con cualquier número de incógnitas. 

2°, Caso, en que el sistema de desigualdades (1) es normal. 
Examinemos nuevamente cl sistema de desigualdades (1) y su 
sistema correspondiente de ecuaciones homogéneas (3). Este último 
sistema tiene solución evidente x =0, y =0, Esta solución se llama 
nula. Para investigar el sistema (1) resulta importante saber si el 
sistema (3) tiene también soluciones no nulas. Con este fin intro- 
ducimos la siguiente. 

periNIcIÓN Un sistema de desigualdades lineales se llama normal 
si su respectivo sistema de ecuaciones lineales y homogéneas tiene 
solamente solución nula, 

En otras palabras, un sistema de desigualdades es normal, sı 
el conjunto % determinado anteriormente, siendo región de 
soluciones del correspondiente sistema homogéneo de ecuaciones, 
contiene solamente un punto (el origen de las coordenadas). 

Está claro que el concepto de sistema normal conserva su 
sentido para cualquier número de incógnitas. 

No es difícil demostrar que un sistema compatible de desigual- 
dades es normal si, y sólo si, la región de sus soluciones X no 
contiene ni una recta. 

Efectivamente, si el sistema es normal, o sea, el conjunto i 
contiene sólo el origen de las coordenadas, entonces la region Y 
no contiene rectas; esto se deduce inmediatamente de la segunda 
afirmación del lema 2. Cuando el sistema no es normal, el conjunto 
Y contiene, por lo menos, un punto B diferente del origen de las 
coordenadas. Por supuesto, todos los puntos de la forma kB, 
siendo k un número cualquiera, también pertenecen a ¥*, Pero, 
en dicho caso, sea cual sea el punto PeX (y un punto asi 
forzosamente existe, puesto que el sistema es compatible y, por 
lo tanto, la región X no está vacia), el conjunto de todos los 
puntos de Ja forma P+-kB (siendo k un número cualquiera). 
segun el lema 1, pertenece a X°. Este conjunto, como es sabido, 
es una línea recta, Entonces, en el caso, cuando el sistema no 
es normal, la region X° contiene una recta. Con esto queda 
demostrada, por completo, la afirmación subrayada anteriormente 

A continuación examinaremos la región de soluciones del 


% Si los números x, y, z, siendo coordenadas del 
punto B, satisfacen a un sistema homogéneo de ecuaciones, entonces los 
números kx, ky, kz, siendo coordenadas del punto kB, tambien satisfacen 


este sistema. 
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sistema (1) suponiendo que este sistema es compatible (la region 
X no esta vacia) y normal. 

Ante todo, partiendo del hecho que la region X% no tiene 
rectas, deducimos que esta región, tiene vertices obligatoriamente 
Al concepto de vértice le damos el siguiente sentido (cercano a la 
interpretación intuitiva de “vértice”), 

Vértice de la region X se llama el punto de esta region que 
no es punto interno con respecto a ningún segmento situado total- 
mente en X, En otras palabras, vértice es un punto AEX el 
cual es origen o extremo de cualquier segmento, perteneciente 
a Y, que pasa por A (fig. 33, a y b, siendo el punto A uno de 
los vértices; en la fig. 33,b la región X° es un segmento). 


Fig. 33. 


Explicaremos con más detalle por que la region convexa X 
tiene vértices. Si X yace en una recta, entonces es un punto, un 
segmento o bien un rayo y el contenido en ella de vértices es 
evidente. Veamos los contornos de X, cuando esta región no yace 
en una recta, En este caso, X está compuesta por segmentos 
y rayos (rectas completas *' no contiene), Es evidente que el 
extremo de cualquiera de estos segmentos y el origen de cualquier 
rayo serán los vértices de 4 

La determinación de los vértices de la región X no representa 
gran dificultad. Ante todo observaremos que la ¡-ésima desigualdad 
del sistema (1) en el plano de coordenadas xOy corresponde a un 
semiplano, cuya recta confín /, se determina por la ecuación 


ax+by+co=0 (i=l, l. -~ m} 
Por lo visto el punto 4 de la región X es vertice en aquel, 


y sólo en aquel caso cuando pertenece a dos rectas confines 


diferentes. 
Acordaremos llamar regular cualquier subsistema de dos ecua- 
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ciones del sistema 
ax+biy+c=0, 
ax + bzy + c3 = 


(6) 


mX + bmY + Cm = 0, 
con la condición que este subsistema tenga solamente una solu- 
ción (x, y). 

Por la caracteristica dada anteriormente a los vértices se 
deduce el siguiente procedimiento para hallar los vértices de la 
región Y, 

Para hallar todos los vértices, es preciso hallar la solución de 
todos los subsistemas regulares del sistema (6) y elegir aquellas 
soluciones que satisfacen el sistema inicial (1). 

Como quiera que el número de subsistemas regulares no supera 
CÌ (número de combinaciones de orden 2 de m elementos), 
entonces el número de vértices de la región Y tampoco puede 
ser superior, O sea, el número de vértices es finito. 

OBSERVACION De lo dicho anteriormente se deduce que si la 
región X de soluciones de un sistema normal no tiene ni un sólo 
vértice, entonces esta región está vacia y el sistema no tiene 
soluciones (es incompatible). 

gsempto 1 Hallar todos los vertices de la region X°, determi- 
nada por el sistema de desigualdades 


x+y+1>0 

x-2y-23>0, 

2x-y-4>0 
Resolviendo los subsistemas . 


x+y+1=0, x+y+1=0, 1 x—2y-2=0, 
x-2y-2=0,f 2x-y-4=0,f 2x-y-4=0, 
(todos ellos resultan regulares), hallamos tres puntos. 
(0-5 (i -2} (2 0, 


de los cuales sólo el segundo y tercero satisfacen a todas las 
desigualdades dadas. Entonces, vértices de la region X son los 
puntos 


A (1, —2) J Az (2, 01 
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Volvamos al sistema (1). Scan 


Ae A 
todos los vértices de la región 4. El conjunto <A,, Az. -, Ap) 
es cápsula convexa del sistema de puntos An Ax, - -, Ap que 


también pertenece a X. puesto que X es capsula convexa. Pero 
entonces, “según el lema 1, también el conjunto 


KAn Åp -or AD tX 0 
pertenece a X°. Demostraremos que esta suma, de hecho, coin- 


cide con X, es decir, que es válido el siguiente 
TEOREMA Si un sistema de desigualdades es normal, entonces 


A =kAn An AA, m 


siendo Aj, Az, ..., Ap todos los vértices de la región X 
DEMOSTRACIÓN Sea P un punto arbitrario de la región X diferente 

de los vertices de esta región. La recta 4,P corta la región 

convexa X’, o bien por un segmento A,A (fig. 34), o bien por 


Fig. 34. Fig. 35. 


un rayo, cuyo origen es A, (fig 35) En el segundo caso 
P- 4% (lema 2), por lo tanto PeA,+% n En el primer 
caso reflexionamos asi! $1 el punto 4 yace en Ja arista limitada 
A;Aj de la región XL (como en la fig. 34), entonces P pertenece 
a la cápsula convexa de puntos Aj. Ap Aj: sí es que el punto A 
yace en la arista ilimitada con origen en el vertice A; (fig. 36). 
entonces, según el lema 1, tenemos que AE A+ X o y por lo 
tanto Pe<A,, Ai) +X o. Asi, pues, en todos los casos el punto P 
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resulta perteneciente al conjunto <A; Az . -, Ap +Æ o. El 
teorema queda demostrado, 

Puesto que el procedimiento de hallar los vértices nos es ya 
conocido, para una descripción completa de la región Y queda 
solamente por saber cómo hallar la región X o Esta última 
representa una región de soluciones del sistema normal y homo- 
géneo (2). Pasemos a su descripción. 


3". Sistema de desigualdades normal y homogéneo (2). Cada una 
de las desigualdades (2) determina un semiplano, cuya recta confin 
pasa por cl origen de las coordenadas. La parte común de estos 
semiplanos es X o 

En cste caso, entre las rectas confines hay por lo menos dos 
diferentes [;el sistema (2) es normal!], Por consiguiente, Y o. 
o bien coincide con el origen de las coordenadas (x =0, y =0), 
o es un rayo con su vértice en el origen de las coordenadas, 
o bicn representa cierto ángulo, menor que 180°, con el vértice 
en el origen de las coordenadas. Conociendo dos puntos B, y Ba, 
yacientes en distintos lados de este angulo (fig. 37) todos los 
demás puntos de dicho angulo se expresan de la forma 


B=1,B, +1B,, (8) 


siendo f; y fz numeros arbitrarios no negativos. Hallar los 
puntos B, y B; no es dificil, si se tiene en cuenta que cada uno 
de ellos: a) pertenece a Xy, es decir, satisface el “sistema (2). 
y b) yace en el contorno de X o es decir, satisface a una de 
las ecuaciones (3). Si Xy es un rayo, entonces en lugar de (8) 
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tenemos 
B="B,, (9) 
siendo B, cualquier punto de este rayo (diferente de su origen) 


y t un número arbitrario no negativo. 
ejempLo 2 Hallar la región Xy de soluciones del sistema 


x+y>0, 
x—-2y>0, (10) 
2x-y>0, 


y también la región X de soluciones del sistema dado en el 
ejemplo 1 


Fig. 37. 


ResoLUcIÓN El sistema (10) es normal: la única solución del 
sistema homogéneo de ecuaciones correspondiente 


x+y=0, 
x—-2y=0, (CA) 
2x- y =0, 


es (0, 0) 

Elijamos un punto cualquiera que satisfaga la primera de las 
ecuaciones (11) [pero diferente de (0, 0)]. por ejemplo, el punto 
C(—1, 1) Una simple comprobación nos convence de que el 
punto C satisface no todas las desigualdades (10), por consiguiente, 
ni este, ni otro punto cualquiera del rayo OC (diferente del 
origen O) pertenece a Xy. Examinando el punto —C, [es decir, 
el punto (1, —1)] hallamos que éste pertenece a o O sea, 
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B,=(1, —1) El punto (2, 1) satisface la segunda ecuación; este 
punto tambien es solución del sistema (10), por lo tanto B, = 
=(2, 1) La región X, está compuesta por los puntos (fig. 38) 


14B,+0B,=4 (1 —1) +r (2, D= (ti + 2ta —t +1) 


siendo f; y fz números arbitrarios no negativos. 


Fig. 38. 


Dirigiéndonos al sistema de desigualdades dado en el ejemplo 1, 
observamos que el sistema homogéneo de desigualdades corres- 
pondiente a él es, precisamente, (10). Por el teorema demostrado 
anteriormente, tenemos 


A =A, ADEX 


donde A, (i, —2) y A2(2, 0) son vértices de la región X. Asi 
pues. X está formada por los puntos (fig. 39) 
sí, =2)+ (1 = s)(2. 0) (ti + 2ta =n +19) = 

=(2-5+1t, +2), -23-1 +1), 
siendo s cualquier número del intervalo [0, 1] y ti, £2 cualesquiera 


numeros no negativos. 
eewo 3 Hallar la region de soluciones del sistema 


2x—y>0, 
—4x + 2y>0, 
x+y>0, 
Procediendo lo mismo que en el ejemplo 2, hallamos solamente 
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un rayo: 
B=1(1, 2)=(t, 2). (1>0), 
(fig. 40). 
EJEMPLO 4 Hallar la región de soluciones del sistema 
2x-y>0, 
x+y>0, 
-3x + y> 0. 


En este caso ninguna de las ecuaciones 
2x—y=0, 
x+y=0, 
=3x+y=0, 
tiene soluciones [excepto (0, 0)] que satisfagan todas las desigual- 


dades dadas. La región Xy está compuesta por un punto (0, 0) 
que es el origen de las coordenadas. 


Fig. 40. 


4* Caso cuando el sistema de desigualdades (1) no es normal. 
Esto significa que la región de soluciones Y del sistema. homogéneo 
de ecuaciones (3), contiene no sólo el origen de las coordenadas. 
Por lọ tanto, todas las ecuaciones (3) determinan en un plano una 
misma recta, y esta recta es L, 

Conforme al lema 1 la región X` contiene, junto con cada uno 
de sus puntos P, la recta P + Y (recta que pasa por P paralela- 
mente a %. Veamos cualquier recta 7 no paralela a Y. Cono- 
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ciendo que puntos de la recta 7 pertenecen a la región HE 
(designaremos al conjunto de estos puntos por X z) podemos 
hallar la propia región X, puesto que entonces A=X +2 
(fig. 41) 

La ecuación de la recta Les ax +b,y = 0. En esta ecuación 
uno de los coeficientes, ay o bı es diferente de cero: sea, por 


Fig. 41. 


ejemplo, b, #0, Entonces en calidad de recta 7, no paralela a 4, 
se puede tomar el eje y (su ecuacion es x =0) En este caso el 
conjunto X y (designemoslo ahora por A) es parte del eje 
y situado dentro de X. Para hallar este conjunto se debe 
considerar en el sistema (1) que x=0, Entonces tendremos el 
sistema de desigualdades 
by+a>0, 
bay + c3 20, 


(12) 


bm + Cm >O, 
con una incognita y, cuya resolución no presenta dificultad *. 


Ó____m_— 

*' Observaremos que el sistema (12), considerado como 
un sistema de desigualdades con una incógnita, será ya normal. Pues, 
de la contrario, el sistema homogeneo correspondiente a él tendrá 
solución nula y*, y entonces el sistema (3) tendrá solucion (0, y*) no 
perteneciente a Y 
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Observaremos que el conjunto X, puede ser un conjunto vacío 
(entonces Y también está vacio), un punto, un segmento o un 
rayo (pero no de todo el eje y, pues de lo contrario X es todo 
el plano, cosa imposible). Hallando este conjunto, determinamos 


la región X, ya que 
X=X, +t (13) 


(si Y no es paralela al eje y). 
gsemPLO 5 Hallar la región X de soluciones del sistema 


x+y-1>0, 
-x-y+2>0, 
2x+2y+3>0 


Es fácil ver que este sistema no es normal y que Zes una recta 
x+y=0, 

(no paralela al eje y) suponiendo que x = 0, obtenemos el sistema 
y-1>0 
-y+2>0, 
2y+3>0, 


por el cual se ve que X, intersección de Y con el eje y, es un 
segmento con los extremos C, (0, 1) y C¿(0, 2). Es decir, X es 
un conjunto de puntos de la forma (fig. 42) 


(0, y) +(x, =x) =(x, y —x), 


siendo x número arbitrario, e y cualquier número en el intervalo 
de | a 2, 

Para finalizar nos detendremos brevemente en un teorema, el cual 
se deriva de los resultados obtenidos anteriormente. En el caso bidimen- 
sional que analizamos ahora (es decir, cuando lodo transcurre en un 
plano) este teorema no causa gran impresión, y lo más justo sería 
considerarlo como punto de partida para generalizar en el caso “n-dmen- 
sional". Este último se analiza en el párrafo 7 

TEOREMA Cualquier (no vacia) región poligonal convexa XK en un plano 
puede ser representada en forma de suma 


<Ap An. Ap) + (Bi, Ba ..., Bo). (14) 

El primer sumando de esta suma es una cápsula convexa de cierto 
sistema de puntos An, Az, + Az; el segundo, un conjunto de puntos 
de la forma 11B,+(28,+. .+t,Bj siendo ti fa... fo números 


arbitrarios no negativos 


4225 
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La demostración de este teorema puede darse en unas palabras. 
Veamos el sistema de desigualdades que determina a X, Si este sistema 
es normal, se cumple la ecuación (7); teniendo en cuenta que, en esta 
ecuación, Xo es uno de los conjuntos de la forma (B,, By), (Bj) o (0) 
(origen de coordenadas), hallamos que, en el caso cuando el sistema es 
normal, nuestra afirmación es válida, Cuando el sistema no es normal, 
se cumple la ecuación (13) de la cual también se deduce la determina- 
ción de X en la forma necesaria (¿por qué?). 


Observaremos, que si todos los puntos Ay, Az, ..., Ap coinciden con 
el origen de las coordenadas O, entonces también el conjunto <Ay, 
An ..., Ap) coincide con O. En este caso, de la suma (14) quedará 
solamente el segundo sumando, En el caso cuando los puntos B,, Bj, ... 
..»» B, coinciden con O, el conjunto (B,, Ba, ..., By) también coincide 
con O y de la suma (14) quedará solamente el primer sumando. 

El teorema reciproco también se cumple, si bien. con cierta 
objeción. 

TEOREMA. Cualquier conjunto de la forma 


CA An coi Ag) + (Bi, Ba, Bo), 


en un plano, es todo el plano, o bien cierta región poligonal convexa 
en dicho plano. 

La demostración es lo suficiente evidente, El segundo sumando, es 
decir, la región X o= (B, Ba, ..., B,) es bien todo el plano, bien un 
semiplano, un ángulo (menor que 180”), un rayo, o un punto (origen 
de las coordenadas). El primer sumando Y, = <Ar, Az, +, Ap) repre- 
senta cierto polígono convexo, El conjunto Y, + Xy puede obtenerse 
mediante traslaciones paralelas de My a los segmentos OK, (siendo K; 
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cualquier punto de Jf ¡) y tomando la unión de los conjuntos obtenidos 
(fig. 43). No es dificil comprobar que, de tal forma, se obtiene todo 
el plano (asi será siendo Xo todo el plano), o bien cierta región 
poligonal convexa en dicho plano. 


$ 6. REGIÓN DE SOLUCIONES 
DE UN SISTEMA CON TRES INCÓGNITAS 


Después de un minucioso análisis, dado en el párrafo anterior, 
al analizar ahora sistemas con tres incógnitas, podemos reducir 
al minimo la teoría indispensable, 

Junto con el sistema inicial 

ax+biy+ciz+d,>0, 
y RIERA (1 
AmX + DY + Cm? + dm > 0, 
de nuevo, lo mismo que en el párrafo 5, examinaremos dos 
Sistemas: 


ax +byy+cz2>0, 
A A 2) 
AX + bay + Cm > 0 


ayx + biy + cz =0, 
TEREE. 4 6) 
AX + by + Cm =0 
Designaremos nuevamente la región de soluciones del sistema (1) 
por Y, la del sistema (2), por My y la del sistema (3). por £ 
Utilizando la terminología acordada anteriormente, se puede decir 
que Y representa cierta región poliédrica convexa en el espacio 
y X o, un cono poliedro convexo. Los lemas 1 y 2 del párrafo 5, 
como ya indicábamos, conservan su validez también aqui. 
1°. Caso en que el sistema de desigualdades (1) es normal. 
En este caso la región Y no contiene rectas y, por lo tanto, 


tiene, por lo menos, un vértice. Efectivamente, si X yace en un 
plano (cosa posible conforme se indica en el párrafo 2), entonces 


y 
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X es una región poligonal convexa sin rectas situada en dicho 
plano y, por eso, conforme se explica en el reparto 2” del 
párrafo 5, obligatoriamente tiene que tener vértices. Veamos los 
contornos de la región X cuando ésta no yace en un plano. 
Dichos contornos están formados por caras planas, cada una 
de las cuales, siendo región poligonal convexa que no contiene 
rectas, tiene que tener vértice, Ahora bien, no es dificil ver que 
el vértice de cualquier cara es, al mismo tiempo, vértice de la 
región X. 

En cada vértice A de la región X convergen, por lo menos, 
tres planos confines, para los cuales el punto A es el único punto 
común. En efecto, de no ser así, todos los planos confines que 
pasan por A tendrán que coindicir o tener una recta común. 
Pero entonces un segmento lo suficientemente pequeño, que esté 
situado en el plano común confin o en la recta común con- 
fin, pertenecerá a X, lo que contradice a la definición del 
vértice. 

Lo acabado de exponer nos obliga a inscribir modificaciones 
evidentes en el procedimiento de hailazgo de los vértices, descrito 
en el punto 2° del pårrafo 5. A saber, subsistema regular ahora 
deberemos llamar, no al subsistema de dos, sino de tres ecuaciones 
del sistema siguiente. 


ax + biy +cz +d, =0, 
T EEE (4) 
AmX + bmY H Cmz + dm = 0, 


con la condición de que la solución (x, y, 2) de este subsistema 
es única. Siendo ésta la interpretación de subsistema regular, el 
procedimiento para hallar los vértices se conserva exactamente 
el mismo que antes, concretamente: 

Para hallar todos los vértices de la región X es preciso hallar 
las soluciones de todos los subsistemas regulares del sistema (4) 
y elegir aquellas soluciones que satisfacen el sistema inicial (1). 

También conserva su fuerza el teorema tratado en el punto 2* 
del párrafo 5; las modificaciones que se deben introducir en la 
demostración de dicho teorema, son evidentes. Conserva su validez 
también la observación de que un sistema normal no tiene 
soluciones cuando la región X no posee vértices. 

EjemPLO 1. Hallar los vértices de la región X, determinada por 
el sistema de desigualdades 


$3 


2x+y+z=1>0, 
x+2y+2-1>0, 
x+y+22-1>0, 

x+y+2z2-1>0 


En este caso el correspondiente sistema homogéneo de ecua- 
ciones tiene la forma 


(5) 


2x+y+z=0, 

x+2y+2=0, 

x+y+22=0, 

x+y+z=0, 
Resolviendo este sistema, hallamos que la única solución es 
(0, O, 0); el sistema (5) es normal. 


Para hallar los vertices lendremos que examinar todos los 
posibles subsistemas de tres ecuaciones del sistema (4); 


2x+y+2-1=0, 2x+y+2-1=0, 
x+2ly+z-1=0, x+2y+:2-1=0, 
x+y+2-1l=0: x+y+2-1=0; 
2x+ yz 1=0, x+2y+:2-1=0, 
x+y+2%-1=0, x+)y+22-1=0, 
x+y+z-1=0; x+y+2-1=0 


Realizando los cálculos necesarios, hallamos que todos los 
subsistemas son regulares y que sus soluciones son los puntos 


EL A 
E 7 +) (0.0, 1), (0, 1,0) (1. 0, 0), 
entre las cuales, la primera no satisface cl sistema (5), mientras 
que las tres restantes si lo satisfacen. Por lo tanto, vértices 
de la región Y son: 


A,(1,0,0), 42(0,1,0) 43(0,0, 1). 


2', Sistema normal y homogéneo de desiyualdades (2) Cada una 
de las desigualdades (2) determina un semiespacio, cuyo plano 
confín o limite pasa por el origen de las coordenadas. 

En este caso la intersección de los planos confines es un único 
punto, el origen de las coordenadas (¡el sistema (2) es normal!]. 
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En otros términos, el conjunto Y y, siendo región de soluciones 
del sistema (2), representa un cono poliedro convexo con un 
único vértice. Por la 'enumeración de conos poliedros convexos 
dada en el párrafo 4, se deduce que, en nuestro caso, Ny es 
o una pirámide convexa ilimitada o bien un ángulo plano, un rayo 
o, finalmente, un punto (origen de las coordenadas). Este último 
caso lo dejaremos de momento a un lado. En todos los demás 
casos tendremos: 
Ao=(Br, Ba, .... Bo), 


siendo Bı, Bz ..., B, cualesquiera puntos— uno por cada 
arista — del cono Y, (véase el teorema 2, párrafo 4). Estos puntos 
se pueden hallar partiendo de las siguientes condiciones. Cada 
uno de ellos: a) pertenece a Xo es decir, satisface el sistema 
(2) y b) pertenece a la línea de intersección de dos caras distintas, 
es decir, satisface dos ecuaciones no proporcionales * del sistema (3). 

Si resulta que el único punto que satisface las condiciones 
a) y b) es (0, O, 0), entonces la región Xy coincide con el origen 
de las coordenadas. 

mempLO 2, Hallar la región Xg de soluciones del sistema 


2x + y+2>0, 
x+2y+22>0, 
x+y+22>0, 
x+y+2>0, 


y, a continuación, la región X de soluciones del sistema dado 
en el ejemplo 1. 

Observaremos, ante todo, que el sistema (6) está relacionado 
con el sistema de desigualdades (5), dado en el ejemplo 1; a saber, 
(6) es sistema homogéneo correspondiente a (5). Por lo tanto, el 
sistema (6) es normal, 

En dicho caso, un sistema de dos ecuaciones no proporcionales 
se puede componer por seis modos distintos: 


x+2y+2=0, 2x+y+2=0, 2x4 y+2=0, 
siria ll. e | ie 


(6) 


® Las ecuaciones ax + by + cz = 0 y a'x + b'y + cz = 
= 0 se llaman “no proporcionales”, si no se cumple tan solo una de las 


a b e 
an — = —, en este caso los planos respectivos $e cortan 


igualdades 


por una recia 
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aan 


2x+y+z=0, x+2y+z=0, x+y+22=0, 
x+2y+2=0; pi, x+y+2z=0. 


Para cada uno de estos seis sistemas elegimos dos soluciones no 
nulas: (x, y, 2) y (=x, =y, —2). Por ejemplo, para el primer 
sistema se puede tomar (3, —1, —1) y (-3, 1, 1); las desigual- 
dades (6) satisfacen úmicamente la primera de estas soluciones. 
De aquí obtenemos el punto B,=(3, —1, —1). Procediendo lo 
mismo con los otros cinco sistemas, hallamos los puntos Bz= 
=(=1, 3, —1) y B3=(-1, —1, 3) O sea, la región X o está 
compuesta por los puntos de la forma 


tB, + taBz + t3B3 = 
= (3t -tia -h +30 la =t — ta + Ita), 


siendo £,, tz, fy números arbitrarios no negativos. 


Veamos ahora el sistema de desigualdades (5) del ejemplo 
1. El sistema homogéneo correspondiente a él, como ya indicába- 
mos, es precisamente (6). Por consiguiente, la región X tiene la 
forma 
LAr, Ay A3) +X o 


y está compuesta por los puntos 
SAL+ 42 + S3Å3 + tB; +12B2+ 1483 = 
=s, (1, 0, 0) + s200, 1, 0)+53(0, 0, D+u 6 1, —1)+ 
+ (1,3, —=D+ (1, 1, 3)= (s1 +31 la ta 
s-+3—t 3-4 — tz + 3t), 


donde ti, ta, ts son números arbitrarios no negativos y Si, $2, $3. 
números no negativos, cuya suma es igual a 1 

3°, Caso en que el sistema de desigualdades (1) no es normal. 
Esto significa que la región de soluciones Y del sistema homogéneo 
de ecuaciones (3), contiene puntos diferentes del origen de Jas 
coordenadas, Como £ se presenta como una intersección de planos, 
entonces son posibles dos casos: 

1. L es una recta. Conforme al lema 1, la región A junto con 
cada uno de sus puntos P, contiene la recta P + Y. Examinemos 
cualquier plano F no paralelo a 2. Conociendo qué puntos dei 
plano 7 pertenecen a la región X (designamos al conjunto de 
dichos puntos por X p), se puede hallar la propia región X, ya 
que entonces X =X 7 +Y. 
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Pero sea cual sea la recta %, en calidad de plano 7 no 
paralelo a ella, siempre puede eligirse uno de los planos de 
coordenadas xOy, xOz o yOz. Supongamos, por ejemplo, que 2 
no es paralela al plano yOz. Tomamos este plano por 7. En 
este caso el conjunto X y (designémoslo ahora por Y”, ,) es una 
parte del plano yOz, incluida en X (fig. 44). Para hallar este 
conjunto debemos considerar en el sistema (1), x=0. Entonces 
obtenemos el sistema de desigualdades * 


biy+ciz+d,>0, 

ETTER (1) 
BmY + Cm + dm > 0, 

el cual puede resolverse por el procedimiento expuesto en el 

párrafo 5. 


Fig. 44. 


Una vez hallado el conjunto Y ,, ,, podemos escribir 
KEX y + Y (8) 


(si la recta Y no es paralela al plano yOz), lo que da una 
descripción completa de la región X. 

Observación. Si resulta que el conjunto X,,, está vacio, entonces 
también X está vacia. Esto significa que el sistema (1) es 
incompatible. 


* El sistema (7), como no es difícil ver, será ya nor- 
mal (véase la nota análoga en la pág. 48) 
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EJEMPLO 3 Hallar la región X de soluciones del sistema 
=2x+y+2-1 >0, 
—-Ix—y+4-1>0, (9) 
=x -2y +32 >0. 


Veamos el correspondiente sistema homogéneo de ecuaciones 
=2ax+y+2z =0 
—=3x-y-42=0, (10) 
--x— 2y + 3z =0. 


Resolviendo este sistema hallamos que la tercer ecuación es 
consecuencia de las dos primeras, o sea el sistema se reduce 
a las dos primeras ecuaciones. El conjunto % de soluciones de 
este sistema es una recta, por la cual se cortan los planos 


-2x+y+2=0, 


=3x =y +4 =0. 


Elijamos un punto cualquiera B co la recta Y diferente del 
origen de las coordenadas. Para ello, basta con hallar tres números 
cualesquiera x, y, z (no iguales a cero al mismo tiempo), que 
satisfagan las dos primeras ecuaciones del sistema (10). Tomamos, 
por ejemplo, 1, 1, 1. O sea, Les una recta OB en la que B= 
= (1, 1, 1). 

Es fácil ver que la recta % no es paralela, por ejemplo, al 
plano de coordenadas yOz. Suponiendo en el sistema (9) x =0, 
obtenemos el sistema normal 


y+2-1>0 
-y+4%-1>0, 
-2y+3z  >0, 


con dos incógnitas y y z. La región de sus soluciones X y; se 
puede hallar por el procedimiento expuesto en cl párrafo 5, 
Realizando los cálculos precisos, hallamos que Y” ,,¿ es un conjunto 


s 5 
tanto, la región buscada 3° está compuesta por todos los puntos 


compuesto por un punto az 3) {en el plano yOz). Por lo 
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de la forma 
3 2 3 2 
440=(0, 3 ¿Jen 1,1 +6 gt) 
siendo ? cualquier número no negativo (la región Y es una recta 
paralela a £, 


2. ¥ es un plano, Entonces en calidad de conjunto secante 7 
tomamos cualquier recta no paralela a, este plano; por ejemplo, 
se puede tomar uno de los ejes de coordenadas. Supongamos que 
el eje z no es paralelo a 4; tomámoslo por 7, Para hallar el 
conjunto X, parte del eje z, incluido en X, debemos considerar 
en el sistema (1), x=0 e y=0. Entonces obtenemos el sistema 
de desigualdades 

. cz4+d,>0, 
FG (ti) 
Em2 +da ZO, 
que se resuelve sin gran trabajo*. Después de hallar el conjunto 
X „ podemos escribir (fig. 45) 
A=X,+f, (12) 


(si el plano £ no es paralelo al eje z), lo que da una descripción 
completa de X. 
OBSERVACION. Si el conjunto X, resulta vacío, entonces X 
también está vacio. En este caso, el sistema (1) es incompatible. 
eemPLo 4. Hallar la región X de soluciones del sistema 
x-—y+2+1>0, } 


=x+y—z2+2>0 (13) 


En el caso dado, el respectivo sistema homogéneo de ecua- 
ciones tiene la forma 


x—y+z=0, 
(14) 
=x+y-z=0 
Aqui la segunda ecuación es consecuencia de la primera, por 
eso, la región de soluciones del sistema (14) es el plano Z, deter- 
minado por la ecuación 


x—y+2=0 


* El sistema (11) es normal 


59 


Es fácil ver que este plano corta el eje z solamente en un 
punto y, por lo tanto, no es paralelo al eje z. Hallemos el 
conjunto X, 

Suponiendo en el sistema (13) x=0 e y=0, obtenemos el 
sistema 

2+1>0, } 


-2+2>0, 
del cual se deduce que 
=1<2<2 (5) 


Asi pues, X es el conjunto X , + Y, compuesto por puntos de 
la forma (0, 0, 2) + (x, y, — x + y) = (x, y, 2 — x + y), donde x e y 
son números arbitrarios y z satisface las desigualdades (15). 


Fig. 45, 


Para finalizar este párrafo, formularemos dos teoremas que son la 
generalización de los dos últimos teoremas dados en el parrafo $ para 
el caso tridimensional. Para ello, la única modificación precisa en la 
fórmulación de los teoremas mencionados del párrafo $ consiste en 
sustituir la palabra “plano” por “espacio”. - 

TEOREMA. Cualquier región poliedrica convexa (no vacia) en el espacio 
puede ser representada en forma de suma 


(Ar An co Ap) + (Bi, Bas, By) 
TEOREMA. Cualquier conjunto de la forma 
<Ar Agos Ap) + (By, Bas ..., B,) 
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en el espacio es o todo el espacio, o bien cierta región convexa y polièdrica 
en él 

Las demostraciones de estos dos teoremas son casi idénticas a las 
demostraciones de los respectivos teoremas para caso bidimensional. 
Concedemos al lector la realización detallada de estas demostraciones. 


$ 7. SISTEMAS DE DESIGUALDADES 
LINEALES CON CUALQUIER NÚMERO 
DE INCÓGNITAS 


En los parrafos anteriores hemos concentrado nuestra atención 
en los sistemas de desigualdades con dos o tres incógnitas. Esto 
principalmente es debido a dos circunstancias: en primer lugar, 
por el hecho de que la investigación de estos sistemas no es 
complicada y está totalmente dentro de los márgenes de las 
matemáticas “escolares”; en segundo (en este caso es un hecho 
más importante), porque las soluciones de estos sistemas tienen 
un sentido geométrico evidente (puntos en un plano o en el 
espacio), No obstante, tienen mayor aplicación (por ejemplo, en 
Cuestiones de programación lineal) sistemas de desigualdades con 
un número de incógnitas n > 3, Pasarlas de largo sería empobrecer 
considerablemente la exposición del tema. Por eso, procuraremos 
aunque sea en forma breve, dar algunas explicaciones para 
cuallquier caso cuando » > 3, 

Para dar una interpretación geométrica a los sistemas de 
desigualdades lineales con n incógnitas es preciso referirse al llamado 
espacio n-dimensional. 

Comenzaremos por dar una definición a los respectivos con- 
ceptos, si bien limitándonos a lo más indispensable. 

Conforme a la definición, un punto en un espacio n-dimensional 
esta determinado por el conjunto ordenado de n números 


Xp Xa ss Xp 


llamados coordenadas de dicho punto. El motivo para semejante 
definición radica en un hecho fundamental de la geometria ana- 
lítica, conforme al cual, un punto en un plano se caracteriza por 
dos números, mientras que en el espacio, por tres. En lo sucesivo 
en lugar de la frase “el punto M tiene las coordenadas x;, x}, ... 
+. Xy", nos limitaremos a la expresión M=(x1, Xz ..., Xp) 
o simplemente M(x,, Xz, ..., Xp) El punto (0, 0, ..., 0) se llama 
origen de las coordenadas, o simplemente origen. 
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En primer lugar, explicaremos qué se comprende por “segmento” 
en un espacio n-dimensional. Según el párrafo 1, en un espacio 
ordinario, el segmento M,M, puede ser caracterizado como 
conjunto de todos los puntos de la forma 


siMi +s2Mo, 


donde s, y s2 son dos números no negativos cualesquiera, cuya 
suma es igual a 1. Pasando del espacio tridimensional al espacio 
n-dimensional, admitimos dicha caracteristica por definición de 
segmento, Más exacto, sean 


Mp Xa s Xa y MU QA X, + A), 


dos puntos arbitrarios en un espacio n-dimensional. Entonces el 
segmento M'M” se llama conjunto de todos los puntos de la forma 

SMS MU=(8x Ps txlo sxa Sxi os ES) (1) 
siendo s' y s” dos cualesquiera números no negativos, cuya suma 
es 1. Siendo s’ = 1 y s" =0 obtenemos el punto M' y siendo s' = 0 
y s'=1, el punto M", o sea, los extremos del segmento M'M". 
Los demás puntos (se obtienen siendo s'>0 y s” >0) se llaman 
puntos internos del segmento. 

Entre otros conceptos, referentes al espacio n-dimensional, nos 
será necesario el concepto de plano hiperbólico o hiperplano. Este 
es la generalización del concepto de plano en un espacio tridi- 
mensional ordinario. El prefijo “hiper” tiene aqui un sentido 
completamente determinado. Y es que en un espacio n-dimensional 
puede haber “planos” de diferentes tipos: unidimensionales (llama- 
dos “lineas rectas”), bidimensionales, etc. y, finalmente, “planos” 
{n — 1)-dimensionales; estos últimos Jlevan el nombre de “hiper- 


planos”, 

perinicioN. Hiperplano en un espacio n-dimensional se llama el 
conjunto de puntos M (X, Xa :. -x Xp), cuyas coordenadas satisfacen 
la ecuación de primer grado 


aixi + 02X2 + H aX, +b=0, (2 


en la cual, por lo menos uno de los números, 45. Ga, y Ri 
(coeficientes de las incógnitas), es diferente de cero, Cuando n =3 
la ecuacion (2) toma la forma a,x, + 2X3 + 3x; + b = 0, que es, 
simplemente. la forma de la ecuación de un plano en un espacio 
ordinario, (en el cual las coordenadas se designan por Xi, Xz Xa 
y no por x, y, z como es habitual). 

Con relación al hiperplano (2) todo el espacio n-dimensional 
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se divide en dos partes: región en la que se cumple la 
desigualdad 


a,x, + 8X2 + --. + AN 6) 
y región en la que 
ax + ax... Fax + b <0. (4) 


Estas regiones se llaman semiespacios. Así, pues, cada hiperplano 
divide todo el espacio en dos semiespacios, para los cuales, este 
hiperplano es parte común. 

El concepto de cuerpo convexo también se generaliza en 
el caso n-dimensional. Un conjunto de puntos, en un espacio 
n-dimensional, se llama convexo, si junto con dos cualesquiera 
de sus puntos M' y M” contiene también todo el segmento 
MM”. 

No es difícil demonstrar que cualquier semiespacio es un 
conjunto convexo. Efectivamente, supongamos que los puntos 
M'(Xhs 0.0, XA) y M” (XY, x2, «.., XA) pertenecen al semiespacio (3). 
Demostremos que cualquier punto M en el segmento M'M” 
también pertenece a este semiespacio. 

Las coordenadas del punto M se expresan de la forma 
(1) o, que es lo mismo, de la forma 


xi = sxi + (1 s)xí, 
x=sx +(1 — s) xh 
A E E E (0<s<1) 
Xy = sxn + (1 = s) xn 
Sustituyendo por estas expresiones en el primer miembro de 
(3), recibimos 
ai(sxi + (1 — s)x3) + a2(sx2 + (1 = s)x3 + 
aa H Op (sx t (1 — s) xn) + b = s (aixi + axa +. 
o + axa) + (Ls) + ax + o + anx) + sb + (1 s) b 


[hemos sustituido el número b por la suma sb+ (1 — s)b], lo 
que es igual a 


s[aixi +.. + anxn +b] + (l slax t o + axa + b]. 
Cada una de las dos sumas comprendidas entre corchetes no es 


negativa, puesto que ambos puntos M' y M” pertenecen al 
semiespacio (3). Por lo tanto, toda la expresión escrita tampoco 
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es negativa (pues, s >0 y (1 — s) > 0). Con esto queda demostrado 
qué terminologia geométrica deberá corresponder a un sistema de 
semiespacio es convexo. 

Después de todo lo expuesto, no será dificil comprender 
qué terminología geométrica deberá corresponder a un sistema de 
desigualdades lineales con n incógnitas. Sea dado el sistema 


axı + aX + o.. +ax +a>0 
bixi + baxa + + bX, +b 20, 

Side ar AA A (5) 
XA Ox px HC I O 


Cada una de las desigualdades escritas determina cierto 
semiespacio y todas en conjunto, cierta región X en un espacio 
n-dimensional, formada por la intersección de una cantidad finita de 
semiespacios. La región Æ es convexa, puesto que también lo es 
cualquiera de los semiespacios que la constituyen, 

De forma análoga al caso tridimensional, una región en un 
espacio n-dimensional, siendo éstá la intersección de un número finito 
de semiespacios, se denomina región poliédrica convexa y en el caso 
cuando dicha intersección es un conjunto limitado, simplemente, 
poliedro convexo, Aquí el término “conjunto limitado” debe 
interpretarse en el sentido de que las coordenadas de todos los 
puntos de la región considerada no superan en valor absoluto a 
cierta constante c: 

La lz<zw,..., xp] < e para todos los puntos de la región dada. 

O sea, el conjunto de puntos en un espacio n-dimensional, 
cuyas coordenadas satisfacen el sistema (5), es una región X 
poliédrica convexa, formada por la intersección de todos los 
semiespacios que corresponden a las desigualdades del sistema dado. 

Subrayamos una vez más que llamamos a esta región poliedro 
convexo cuando es limitada. 

Los métodos de descripción real de la región X, examinados 
en el párrafo 5 para sistemas con dos incógnitas y en el párrafo 
6 para sistemas con tres incógnitas, pueden ser utilizados, con las 
modificaciones correspondientes, para casos de n incógnitas. No 
obstante, no nos detendremos en ellos, puesto que una descripción 
completa necesitaría mucho espacio. Además, siendo grande la 
cantidad de incógnitas, estos métodos se hacen poco eficaces: 
suutilización está relacionada con cálculos sumamente desmesurados. 

Es notable que los teoremas generales sobre la estructura de 
conjuntos poliédricos convexos en un espacio tridimensional, conservan 
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totalmente su validez para espacios n-dimensionales aunque su demostración 
es más complicada. Nos limitaremos a dar ta formulación de estos 
teoremas y las aclaraciones indispensables a ellas. 

TEOREMA 1 La cápsula convexa de cualquier sistema finito de 
puntos A, Az, ---, Ap es un poliedro convexo. 

Para mayor precisión, subrayamos que este teorema establece 
relación entre dos tipos de conjuntos definidos de diferente forma: entre 
la cápsula convexa de un sistema de puntos Aj, Az «.., Áp designada 
por <An Az... Ap) y definida como la multitud de todos los 
puntos de la forma 


SA +A +. + SpA 


siendo Si, $2 -:.» Sp Cualesquiera números no negativos cuya suma es 
1, y poliedros convexos, o sea, regiones limitadas, obtenidas como 
resultado de la intersección de una cantidad finita de semiespacios. 

En espacios bidimensionales y tridimensionales la validez del teorema 1 
es evidente (aunque sea por la evidencia del sentido de cápsula convexa) 
mientras que para casos polidimensionales no lo es y requiere demostración, 

TEOREMA 1 (reciproco al 1). Cualquier poliedro convexo coincide 
con la cápsula convexa de cierto sistema finito de puntos. 

Realmente se puede afirmar aún más: un poliedro convexo coincide 
con la cápsula convexa de sus vértices. La definición de vértice es la 
misma que para el caso bidimensional (vértice es aquel punto del 
poliedro que no es punto interno con relación a ningún segmento 
totalmente perteneciente a este poliedro). Se puede demostrar que el 
número de vértices es siempre finito. 

TEOREMA 2 Cualquier conjunto de la forma (Bj, Ba -s Bo, o 
coincide con todo el espacio, o bien representa cierto cono poliedro 
convexo con el vértice en el origen de las coordenadas, 

Recordemos que el simbolo (Bı, Ba, ...+ Bj) significa el conjunto de 
todos los puntos, representados de la forma 


UBB F o + Ba 


siendo ti fa - , 1, cualesquiera números no negativos. Un cono 
poliedro convexo se define como la intersección de un número finito de 
semiespacios, cuyos hiperplanos confines tienen un punto común (vértice 
del cono). La justeza del teorema 2 en un espacio tridimensional fue 
demostrada en el parrafo 4 (teorema 1 $4. Con relación al caso polidimensional, 
véase al final del $ 9) ` 

TEOREMA 2. Cualquier cono poliedro convexo con el vértice en el 
origen de las coordenadas puede ser representado como (B), B} ~, By). 

Su validez para casos tridimensionales fue demostrada en el párrafo 
4 (teorema 2 $ 4) Con relación al caso polidimensional, véase al 
final del $ 12) 

TEOREMA 3 Culquier región convexa poliédrica puede ser representada 
en forma de suma 
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A E Ba,- Bo) 


(Véase al final del $ 10) 
TEOREMA y. Cualquier suma de la forma indicada representa o todo el 
espacio, o cierta región poliédrica convexa en este espacio. 


$ 8. RESOLUCIÓN DE UN SISTEMA 

DE DESIGUALDADES LINEALES MEDIANTE 
LA REDUCCIÓN CONSECUTIVA 
DEL NÚMERO DE INCÓGNITAS 


Por el curso de álgebra de la escuela media, nuestro lector 
conoce el procedimiento de resolución de un sistema de 
ecuaciones lineales, que consiste en la reducción consecutiva del 
número de incógnitas. Para sistemas con tres incógnitas x, y, z, el 
contenido de este procedimiento se puede describir de la siguiente 
forma. 

En cada ecuación de un sistema dado la incógnita ER 
expresa mediante las incógnitas x e y. A continuación, las 
expresiones obtenidas (en las que figuran solamente x e y) se 
igualan una a otra. Resulta un sistema nuevo con dos incógnitas 
x e y. Por ejemplo, si el sistema jal es 


2x-3y+2=-l, 
x—-y+2=5, (1) 
dy-2=5, 


entonces resolviendo cada una de las ecuaciones con relación a z, 
obtenemos 


z2=-2x+3y-1, 
A TA , 
2=-—>x+ > E A 
2 2? > 109) 
z=4y-5; 
igualando, después, las expresiones de los segundos miembros 
(es suficiente igualar consecutivamente la primera de estas 


5-225 
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expresiones a Jas restantes), obtenemos el sistema 
1 5 
= Ej 
2x +3y— 1 =4y—5, 


1 
e + (2 


con dos incógnitas x e y. Con respecto al sistema (2) se 
puede utilizar el mismo procedimiento: de las ecuaciones (2) 
hallamos 


E 
5 pe 2) 
y=-2x 44, 
después de lo cual obtenemos la ecuación 
3 


7 
q + qe 2x +4, 
con una sola incógnita x. Resolviendo esta eauación, hallamos 
x = t; a continuación, del sistema (2') hallamos y = 2 y, por último, 
del sistema (1') obtenemos z = 3. 

Resulta que cosa parecida puede realizarse con cualquier 
sistema de desigualdades lineales. La resolución de un sistema de 
desigualdades con n incógnitas Xy, ..., Xp=1, Xa Se reduce, por este 
procedimiento, a la resolución de un sistema de desigualdades con 
n= 1 incógnitas Xy, ..., X„-1; a su vez, el sistema obtenido 
puede ser reducido a un sistema con n — 2 incógnitas Xy. ..., Xn-2 
y asi sucesivamente, hasta obtener un sistema de desigualdades con 
una incógnita x,. La resolución de un sistema con una incógnita es ya 
un problema completamente elemental. De tal forma obtenemos 
la posibilidad de hallar (por lo menos en principio) cualquier 
solución de un sistema inicial de desigualdades. 

Así pues, sea dado un sistema de desigualdades lineales con n 
incógnitas Xi, Xz =<., Xp, €l cual, para mayor comodidad de 
referencia, llamaremos en lo sucesivo “sistema (S)”. 

Al examinar el sistema (S) surge una serie de preguntas: 
¿será este sistema compatible? si es que sí, ¿cómo hallar 
todas sus soluciones?; ¿cómo están formados los sistemas 
incompatibles de desigualdades? A todas estas preguntas la respuesta 
será dada en éste párrafo y en el siguiente, Al mismo tiempo, resulta, 
muy útul ligar a cada sistema de desigualdades lineales un 
sistema nuevo, cuyo número de incógnitas es inferior en una 
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unidad al número de estas en el sistema inicial, llamaremos 
este nuevo sistema, sistema asociado. 

Pasamos a su descripción. 

Examinemos cualquier desigualdad del sistema (S). Esta tendrá 
la forma 


AX + ax... +4, +a>0 6) 


Si a, = 0, dejamos esta desigualdad sin modificaciones. Si 4, < 0, 
entonces pasamos el término a,x, al segundo miembro de la 
desigualdad, y dividiendo ambos miembros de la misma por 
un número positivo — «,, obtenemos una desigualdad de la 
forma 


CAT A EA 


En el caso cuando a,>0, todos los sumandos, menos 
ApX,, se trasladan al segundo miembro de la desigualdad, y dividien- 
do ambas partes de esta desigualdad por a, obtenemos la desi- 
gualdad 


TT A HG 


Asi, pues, multiplicando cada desigualdad del sistema inicial 
por. un número positivo conveniente obtenemos un sistema 
equivalente al primero de la forma 


Pi > Xm 
P12 Xp 


68 


siendo Pp: osy Pp Qi oaa Qui Re wss; Ry expresiones de 
la forma 4,X, +... + au-1Xam1 +4 (que no contienen x,)*'. 
El sistema (7) puede escribirse en forma más breve: 
Xn > 2) 
R,>0, 
siendo x cualquiera de los números 1, 2, ..., P, cualquiera de 


los numeros 1, 2, ..., q y y, cualquiera de los números 1, 2,..., r. 
Analicemos junto con el sistema (7) el sistema 


> Qw) (5) 
R,>0. 
(siendo x cualquiera de los números 1, 2, ..., p; Ba cualquiera 
de los números 1,2,...,q y Y, tucualguera de los números 1, 2,.....5) 
con n— 1 incògnitas Xy... Xq, 


Acordamos llamar a este sistema asociado [con relacion al 
sistema inicial (S) o al sistema equivalente a él (7)]. 

Entre las soluciones de los sistemas (S) y (S') existe una 
relación estrecha. La expresión de esta relación es el siguiente 
teorema, 

TEOREMA Si en cualquier solución del sistema (S) eliminamos 
el valor de la última incógnita X, obtenemos cierta solución 
del sistema asociado (S'). 

A la inversa. para cualquier solucion del sistema asociado (S') 
se puede hallar un valor determinado de la incógnita Xp, que 
adheriéndolo a esta solución, nos da una solución del sistema 
inicial (S). 

La primera afirmación de este teorema es evidente [si 
cualquier conjunto de valores de las incógnitas satisface el sistema 


*! Naturalmente, si en el sistema (S) no, hay ni una 
desigualdad en la que a, <0. entonces en el sistema (7) faltará el 
primer bloque. De forma analoga, si no hay desigualdades con a, > 0, 
entonces en el sistema (T) faltará el segundo bloque. Por último, si en 
(S) no hay desigualdades con a,=0, entonces en (T) faltará el tercer 
bloque 

«e Si resulta que en el sistema (7) falu el primero 
o segundo bloque, entonces (S') estará compuesto solamente por las 
desigualdades R,>0, Si en (T) falta cl tercer bloque, entonces (91 
tendrá, solamente las desigualdades P, > Qs 
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(S), entonces este conjunto también satisface el sistema (T): pero 
entonces con este mismo conjunto también se cumplen todas 
las desigualdades del sistema (S')], Demostremos la segunda. 

Sea 


o o 
Ala os na = Ma 


cualquier solución del sistema (S'). Sustituyendo los valores indicados 
de las incógnitas en las expresiones Py oz Pas Da + 4 


Ri... Ry, obtenemos ciertos números PS, ,... Pp; Qù 
RÌ, ..., RO. Para ellos deben cor las desigualdades: 
>0% 
(siendo œ cualquiera de los números 1, 2, ..., p y P, 
cualquiera de los números l.-2...., q) y 
RY >0 (5) 
(siendo y cualquiera de los números 1, 2, ..., r} 

El primer grupo de estas desigualdades [o sea la (4)), 
demuestra que cada uno de los números QÍ. ..., Qp no es 
mayor que cualquiera de los nùmeros Pi, ..., P3. Pero, en tal 
caso, obligatoriamente habrá un número x, comprendido entre 
todos los números QÝ, . si QS y todos los números Pf, ..., P9: 

Po > xa > 08. 
siendo & cualquiera de los números 1, 2, .... p. y P, cualquiera 
de los números l, 2, ..., q (fig 46) Ahora bien, estas 
x 
> yoon  —— 
0907 a A RR 
Fig. 46. 


desigualdades, junto con las desigualdades (5) significan que el 
conjunto de valores de las incógnitas 


y o o 
XLE Xis eer A A Xa = Xy 


es solución del sistema (T) y, por consiguiente, tambien de (S). 
El teorema está demostrado. 

Los dos siguientes complementos a este teorema jugarán en 
lo sucesivo un papel importante, 
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t. El sistema (S) de desigualdades lineales 'es compatible en 
aquel y sólo en aquel caso, cuando es compatible el sistema 
asociado a él (S'). Esta es una consecuencia directa del teorema 
demostrado, 

2. Todas las soluciones del sistema incial (S) pueden ser obtenidas 
de la siguiente forma: a cada solución x}, ..., x0-1 del sistema 
asociado (S) deberá agregarse cualquiera de los números x9, 
comprendidos entre todos los múmeros Qf, ..., Q9 y todos los 
números P9, .., P. Esta afirmación, de hecho, fue ya demostrada 
durante la demostración del teorema anterior, 

Unas palabras acerca del sentido geométrico de este” teorema 
Supongamos que (S) es un sistema de desigualdades con tres incógnitas 
xX, y, 2 El sistema asociado (S') es un sistema con dos incógnitas xX, y. 
Designamos por X (S) la región de soluciones del sistema (S) (es cier- 
to conjunto de puntos en el espacio) y por X (S') la región de solucio- 
nes del sistema (S') (un conjunto de puntos en un plano) El 
teorema demostrado, en el lenguaje de la geometria, significa lo 
siguiente. 

La región X (S') es la proyeccion de la region X (S) en un plano 
de coordenadas xOy. 

Así. pues, para un sistema arbitrario (S) de desigualdades 
lineales con incógnitas Xy, Xz, «+, Xa hemos formado un sistema 
asociado nuevo (S'), cuyas incógnitas SOn Xy, Xz, +... Xp=1. Á SU Vez, 
para el sistema (S') se puede componer un sistema asociado (S”) 
(cuyas incógnitas son Xi. Xz -<., Xp-2) para este ultimo, un 
sistema asociado (S””), etc. Continuando este proceso, después de 
una serie de pasos, obtenemos el sistema (S~) compuesto por 
desigualdades con una incógnita x,. De la afirmación 1 hecha 
anteriormente se deduce que el sistema (S) es compatible en 
aquel, y sólo en aquel caso, cuando es compatible el sistema 
(S"7 U0). Ahora bien, resolver el problema sobre la compatibilidad 
o incompatibilidad de un sistema con una incognita no representa 
dificultad alguna. De tal forma, realizando cálculos sumamente 
simples, podemos determinar, si es compatible el sistema (S) o no. 

Supongamos que dicho sistema es compatible. Entonces surge 
el problema: resolver este sistema o, hablando mas concreto, 
determinar todas sus soluciones (todos los conjuntos de valores 
de las incognitas para los cuales se cumplen las desigualdades 
del sistema dado) Obraremos desde el siguiente punto de vista 
(aunque al principio le parezca extraño a nuestro lector): el 
sistema (S) estara resuelto, cuando esten formados los sistemas 
189, (Ss). (St 1. En que está basado este punto de vista, 
lo veremos a continuación, pero antes introduciremos una. 
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DEFINICION. El conjunto de valores de las k primeras incógnitas 


A cy MR 


se llama admisible, cuando puede ser prolongado hasta la solución 
del sistema inicial (S), es decir, cuando existen tales números 
em.» X2 que el conjunto xf, 0.0, xb Xen == x? es 
solución del sistema (5). 

Una vez formados los sistemas (S'), (S”), etc, obtenemos la 
posibilidad de: 

1) hallar todos los valores admisibles de la incógnita x, 
[del sistema (S“=1)]; 

2) hallar para cualquier valor determinado y admisible de 
x0, todos los valores de la incógnita xz compatibles con él, es 
decir, unos valores que junto con x? formen un conjunto 
admisible [éstos se hallan mediante sustituciones de xi en el 
sistema (S"=2)]; 

3) hallar para cualquier conjunto determinado y admisible 
x9, x3, todos los valores de la incógnita Xy compatibles con él 
[éstos se hallan mediante sustituciones de x? y x$ en el sistema 
(so >)] y así sucesivamente. 

Precisamente en este sentido debe interpretarse nuestra afirmación 
de que el sistema (S) se considera resuelto una vez formados 
los sistemas (S”), ($), .... (se= 1) 

esempro, Resolvamos, en el sentido indicado, el sistema 


Tx+2y-22-4>0, 
=x—-y-z2+42>0, 

-2x+3y+2-1>0. 
Sx-y+2+2>0. 


Resolviendo cada desigualdad de este sistema con relación a z, 
obtenemos un sistema de la forma 


Pr4y2>2 
—=x—-y+4>2 (6) 
2>2x-3Iy+1 
2>-5x+y-2 
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El sistema asociado tiene la forma 


La+y-2>2x39 +1, 


Ix4y 23304 y-2 


y+42>2-=3y+1, 
=x—y+4>-5x+y-2 


o, después de la reducción de términos semejantes, 


-3x+2y+3>0, 
4x—2y+6>0. 


Resolviendo cada desigualdad con relación a y, obtenemos un 
sistema de la forma 


3 3 0) 
127 
2x4+3>y id 
x>0, 

El sistema asociado a él tiene la forma 
3 3 
2x+3>2 -= e 
x+ A E 
3 3 
2H ZA 


x>0; 
éste último es equivalente a la desigualdad 
x>0 (8) 


O sea, el sistema inicial es compatible. Conforme al punto 
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de vista a que nos atenemos, los sistemas (8) (7). (6) dan 
solución al problema planteado, A saber, la desigualdad (8) muestra 
que existe una solución (x, y, z) del sistema inicial, con 
cualquier x no negativo, Si se elige un valor concreto de x, 
entonces por el sistema (7) se pueden hallar los posibles valores 
de y. Si se eligen unos valores concretos de x e y, entonces 
por el sistema (6) se hallan los valores posibles de z. 

Sea, por ejemplo, x = 1, entonces por el sistema (7) obtenemos 
las siguientes desigualdades que limitan a y: 


3 
S>y> F" 


Sea, por ejemplo, y= 4, Suponiendo en el sistema (6) x= 1 
y y =4, obtenemos desigualdades que limitan a 2: 


A" >z 
-=12>3, 
z>-9, 
12>-3 
o simplemente 
-l1232>-3 
Supondiendo, por ejemplo, z = — 2, obtenemos una de las soluciones 
del sistema inicial: x= 1, y=4,2=-2 


$ 9. SISTEMA HOMOGÉNEO 
DE DESIGUALDADES LINEALES. 
CONJUNTO FUNDAMENTAL DE SOLUCIONES 


En el párrafo 8 hemos analizado el método utilizado para 
hallar soluciones de sistemas de desigualdades lineales. No obstante 
a todos los méritos evidentes de este metodo, dar solución con 
él a una serie de problemas no es posible: por ejemplo, este 
método no permite determinar el conjunto de todas las soluciones 
de un sistema de desigualdades dado. Precisamente a esta 
cuestión están dedicados los dos siguientes párrafos del presente libro. 
Las principales dificultades, como veremos, van ligadas al análisis 
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de sistemas homogéneos, este problema se trata en el presente 
párrafo; el caso general (es decir, de sistemas de desigualdades 
no homogéneos) se analiza en el párrafo 10. Además, no existe la 
necesidad imperiosa de limitarse a casos de dos o tres incógnitas; 
desde el comienzo, examinaremos sistemas compuestos por cualquier 
número de desigualdades y con cualquier número de incógnitas. 
Para comodidad del lector dividiremos lo expuesto en una serie 
de apartados. 

1°. Función lineal de n argumentos. La forma general de una 
desigualdad homogénea con n incógnitas es 


aX + d3Xo ok... + 0pX, > O. 
Veamos por separado la expresión 
aX, HAX + ¿20h aX (1) 


dada en el primer miembro de la desigualdad. Esta expresión se 
llama función lineal. En calidad de argumentos se toman n variables 
Xi Xa <=, Xw Por cierto, se puede considerar que la función (1) 
depende no de n argumentos, sino de uno. Este argumento es el punto 


X = (Xi, Xas <<) Xah 


situado en un espacio n-dimensional. 
En lo sucesivo, acordaremos designar la función (1), brevemente, 
por UX): 
LX) = a;X; + 49X7 +... + l4Xos 


si es que se dan, no una, sino varias funciones como ésta, 
entonces las designamos por L,(X), L¿(X), etc. 
Establecemos dos propiedades de una función lineal, que son: 
£, 


UKX)=kUx), 


siendo X cualquier punto y k cualquier número. 
Ze 


L(X + Y) = L(X)+ UY) 
siendo X e Y dos puntos cualesquiera. La propiedad 1 se 
deduce de forma evidente de la igualdad 
a (kx) + ar lkx2) + + an (kx) = 
= k(a,X, + 49X2+... + 0yXp). 
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Ahora demostraremos la propiedad 2. Sean 
X = (Xp Xn- Xp) e Y= lyn Fa <> Jn) 
Entonces 
LX + Y) = as (xi + yi) + az(x + ya) + +. 
aee Ap (Xn + Ya) = (01% 1 + agxa H o H px) + 
+ (ayı + aaya + <-> + anya) = L(X) + L(Y). 
2, Algunas propiedades de las soluciones de un sistema 


homogéneo de desigualdades lineales. Sea dado el sistema homogéneo 
de m desigualdades Imeales con n incógnitas: 


aX) + 9x4. +4pX, 20 (1* desigualdad), 
byxy + baxa+... + bX, >0 (2* desigualdad), 


CX F C2X2 F 0. + CpXp >O (m' desigualdad). 

Designando los primeros miembros de estas desigualdades res- 
pectivamente por: Lı (X), L¿(X),..., Lm (X), el sistema dado adquiere 
la forma 

L.(X)>0, 

L(X) 20. 
3 (2) 

LmkX) > 0, 
siendo 

Cs th 


Hacemos las dos siguientes afirmaciones: 
1. Si el punto X es solucion del sistema (2) y k es un 
número cualquiera no negativo, entonces el punto kX es nuevamente 
solución del sistema (2). 
2. Si X e Y son dos soluciones del sistema (2), entonces X + Y 
es nuevamente solución del sistema (2). 

Estas dos afirmaciones se deducen fácilmente de las propiedades 
de las funciones lineales, demostradas en el apartado 1°. 
Efectivamente, sea ! cualquiera de los numeros 1. 2,.... m. Tenemos 


L(KX) =KL,(X) >0 
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(puesto que k>0 y L;¡(X)>0), y además 
LX + Y) = LIX) + L) >0. 


(puesto que L,(X)>0 y L¡(Y)> 0). 
De las afirmaciones | y 2 se deduce directamente el siguiente 
corolario. 

Si ciertos puntos Xy, Xn .... Xp son soluciones del 
sistema'(2), entonces cualquier «punto de la forma 

MX t kaXa t t K Xp (3) 
siendo kika, .., kp numeros no negativos, también es solución del 
sistema (2) 

En efecto. cada uno de los puntos k¡Xj. k2X2, oe, KoX p 
conforme a la afirmación l, es solución 'del sistema (2), pero 
entonces también la suma de estos puntos, conforme a la afirmación 2, 
sera solucion del sistema (2). 

Acordaremos denominar cualquier punto de la forma (3), en la 
que hy, kz. ..-, kp Son números no negativos, por combinación 
no negativa de los puntos Xy Xn s... Xp Entonces, el 
corolario deducido renglones anteriores, admite la siguiente 
formulación: 

Una combinación no negara de cualquier número de solu- 
ciones del sistema homogéneo (2) es nuevamente solución de este 
sistema, 

3", Conjunto fundamental de soluciones. Introducimos la siguiente 
definición: 

El conjunto de un numero finito de soluciones 

Xi Xa cs Xp 


del sistema homogéneo (2) se lama conjunto fundamental de 
soluciones, si cualquier solución X de este sistema puede ser dada 
por la formula 


X=kiX tkr tkp (4) 
siendo ky kz ...,. Ap números no negativos. En este caso, 
por lo tanto, la fórmula (4) en la cual Åy, kz ..., Kp son 


cualesquiera números no negativos, da posibilidad para determinar 
todas las soluciones del sistema (2). Por eso, queda claro, que la 
determinación de un conjunto fundamental de soluciones es un 
problema de primera importancia para el análisis del sistema (2). 
El objetivo de nuestras formaciones será, precisamente, la elaboración 
de un algoritmo que purmita, mediante Operaciones sumamente 
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simples, hallar el conjunto fundamental de soluciones para cualquier 
sistema (2). 

4%. Formación de un conjunto fundamental para un sistema 
compuesto por una desigualdad. Formemos el conjunto fundamental 
de soluciones para la desigualdad 


Xi H agxa F + aX 20, (5) 


donde los números aj, Qz ..., a, no son, al mismo tiempo, 
iguales a cero. 
Con este fin examinaremos, junto con la desigualdad (5), 
la ecuación 
MX aX o px =0, (6) 


Por las propiedades de una función lineal, demostradas en 
el apartado 1°, fácilmente se deducen las dos siguientes afirmaciones: 

1. Si X es una solución cualquiera de la ecuación (6) y k 
cualquier número. entonces kX es nuevamente solución de la 
ecuación (6). 

2. Si X e Y son dos soluciones de la ecuación (6), entonces 
X + Y es nuevamente solución de la ecuación (6). 

Concedemos al lector la demostración de estas afirmaciones. 
Conforme a la condición, entre los números an an ..., ap 
los hay no iguales a cero. Supongamos, por ejemplo, que 
an 50. Entonces la ecuación puede ser expresada de la forma 


1 
X= — g (Ni + daxa + e + ap-u) (6) 


Suponiedo x=), x3=0, ..., Xn-1=0, hallamos por la 


Sot sa Ay 
ùltima ecuación x, = — mE Asi pues, el punto 


es solución de la ecuación (6) De forma análoga se pueden 
obtener las soluciones 


X 
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Supongamos, ahora, que 
IN) m 


es cualquier solucion de la ecuación (6). Conforme a (6), obtenemos, 


i 
A == as + 03% + a + Op 101) = 
a 


Examinando el punto 
AXi HAX 1 E 


=a (1,0. e Y J+ a(o. 2) + 
an ln 


sh +ma(00.0..1 te), 


Aa 


nos convencemos de que sus coordenadas coinciden con las coor- 
denadas del punto X. Por eso es válida la igualdad 


X=04X +X + 040-1210 (8) 


Ahora, agregamos a los puntos antes construidos Xy, Xas 0.0.) Xp 
uno más: 


Xp= (XX + X2 4 + Xni) (9) 


Por las propiedades de las soluciones de la ecuación (6), dadas 
al principio de este punto, se deduce que el punto X, también es 
solucion, Ahora no será dificil demostrar el siguiente hecho: 
cualquier solución X de la ecuación (6) es una combinación no 
negativa de soluciones Xy, Xis coo Xps Xw 

En efecto, sea a un número positivo que supera a cualquiera de 
los números |x,|, [azt -s l%,-,]. De (8) y (9) se deduce que 


X=(01+%)X, + (02 +0) X3 +. +(0-1+40)Xp21 HAX 


lo que sirve como demostración de nuestra afirmación. 

Para abreviar la escritura, más adelante, designaremos el primer 
miembro de la ecuación (6) por L(X). Elegimos una solución 
cualquiera de la ecuación 14X)=1 y designamos esta solución 
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por X,,,! Alirmamos que el conjunto de puntos 
Xy Xn s Xain Xw Xari (10) 
es el conjunto fundamental de soluciones para la desigualdad (5), 
En efecto, cada uno de los puntos indicados satisface la desigualdad 
(5). Supongamos, ahora que X' es cualquier solución de esta 
desigualdad; por consiguiente, L(X’) = a, siendo a > 0. Entonces el 
punto 


X=X'—=d4Xo.1 
satisface la ecuación (6), pues 
L(x) =UX') -aUX,,)=4-=4:1=0, 


Expresando ahora 


X'=X + aX 
y teniendo en cuenta que el punto X es una combinación no 
negativa de puntos Xy, ..., Xn-1s Xm queda claro que X’ puede 


ser representada en forma de combinación no negativa de los 
puntos (10). 

Veamos un ejemplo concreto, Supongamos que es preciso formar 
un conjunto fundamental de soluciones para la desigualdad 


2x1 — 4x: + x3>0 (11) 
con tres incógnitas X1, X2, X3. 
Primeramente escribimos la ecuación 
—2x; — 4x: + x3 =0, 
la cual resolvemos con relación a una de las incógnitas, por 
ejemplo, a x3: 
Xx3=2x,+4x7. 
Ahora consideramos, consecutivamente, una de las incógnitas 


X, O xz (que forman el segundo miembro de la ecuación) igual 
a I y las restantes, a cero. Obtenemos las siguientes soluciones: 


X,=(1,0,2) X,=(0, 1, 4) 
Seguidamente tomamos en calidad de Xy el punto 
Xy=-(X,+X2)=(-1, —1, 6) 


y, por último, en calidad de X, tomamos una de las soluciones 
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de la ecuacion 
21M += 


por ejemplo, X4 = (0, 0, 1). 

Los puntos X,. Xz, Xs, X4 forman el conjunto fundamental 
de soluciones para la desigualdad (11). La solución general tiene 
la forma 
X =k Xt kX + k3X3 + ki Xy = 

= k(l, 0, 2)+ ka10, 1,4) + kal- 1, — L, —6) + k4 (0,0, 1), 
o bien, 
xı = ki — ky 
x2 = Ka — ky 
xa =2k, + 4k — bka + ka, 
siendo Ky, ka, ky ką números arbitrarios no negativos. 

5°. Transformación de un conjunto fundamental de soluciones 
agregando al sistema una desigualdad más. Para aprender a formar 
conjuntos fundamentales de soluciones, examináremos primera- 
mente el siguiente problema, 

Sea dado el sistema homogéneo 

L,(X)>0, 


L,(X)>0, da 


Em(X)>0, 
de desigualdades lineales. Supongamos, seguidamente, que es conocido 
el conjunto fundamental de soluciones 


Ho Rapis Ky 


para este sistema. Es preciso confeccionar el conjunto fundamental 
de soluciones para un sistema, obtenido agregando al (12) una 
desigualdad mås 

L(X) > 0. (13) 


Las soluciones del sistema (12) son exactamente todas las 
combinaciones no negativas de los puntos Xi, Xz, ..., Xp Entre 
dichas combinaciones debemos elegir aquellas que satisfacen la 
desigualdad (13) y. además, forman el conjunto fundamental de 
soluciones para el sistema (12), (13). 


gt 


Con relación a la función L(X)-— primer miembro de la 
desigualdad (13) — todos los puntos Xi, Xa, .,., Xp se pueden 
dividir en grupos: puntos para los cuales L{. (x) > > 0, Puntos para 
los cuales L(X)<0 y, por último, puntos para los cuales 
L(X)= 0. Designamos los puntos del primer grupo por X}, 


Wro + Ar los del segundo, por Xi, Xi, s Xr y los del 
tercero, por AAE, sais 9 
Asi, pues 
Afoa Ai KT, on XE X oa + 


son los mismos puntos Xi, Xa 
en otro orden. 

Naturalmente que todos los puntos X} (a= 1, ..., k) satis- 
facen la desigualdad (13). Lo mismo se refiere a X? (y =1,..., 3). 
En cuanto a los puntos X; (B=1 , A entre ellos no hay 
ni uno que sea solución de la desigualdad (13). No obstante, con 
cada par 


X p pero posiblemente situados 


Xi Xi 
(un punto “positivo” y otro "negativo”) se puede confeccionar una 
combinación no negativa 

aX? +bXj (14) 


de tal forma, que satisfaga la condición L(X)=0. Para ello se 
debe tomar 


^ a— —L(Xp) b=L(X%) (15) 
Efectivamente, los números a y b son positivos y, además, 
L(aX +bXy)=aL(X7)+bL(X5)= 

(Xp) LIX) + L(X3) L(XG) =0. 
Designamos el punto (14), en el que a y b tienen los valores 
indicados anteriormente, por Xp: 
Xo = —L(X 5) X + L(X7) Xg (16) 
Respuesta al problema planteado da el siguiente 
TEOREMA Los puntos 
Abe Khe ra A Xi az e AMi (17) 
en total están esctritos k-+s+k! puntos) forman el conjunto 
fundamental de soluciones para el sistema (12), (13). 


0-223 
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Para demostrar este teorema, es preciso demostrar el siguiente. 
tema Cualquier combinación de puntos no negativa X} y Xp 
puede ser expresada como una combinación no negativa de puntos 
Xi. X%y o también, como una combinación no negativa de puntos 
E A 
Xie Kip 
DEMOSTRACION DFL LEMA Sea 
X =cX} +dX§ 
una combinacion no negativa de puntos X} y Xp, Examinemos 
junto con X el punto 
Xes = ax} +bX5, 


donde los numeros a y h están determinados por Jas fórmulas (15). 
é ds y 
Comparamos dos razones: A y + Si la primera es mayor 


que la segunda. entonces considerando z =y £ =) + p, donde 
p>0, tendremos: 
X =(a + pa) X} +AbXG =AX9p + paX;, 


es decir, et punto X puede ser expresado en forma de combina- 
ción no negativa de Xf y X2p Si dichas razones son iguales, 


entonces X =AX%p Y por último, si Et, entonces, consi- 
derando : =) y z =1 +p, donde p > 0, obtenemos 


X =)X0+HbX;. 

El lema está demostrado, 

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA. Ante todo, oObservemos que cada uno 
de los puntos (17) satisface el sistema (12), (13). Por lo tanto, 
para demostrar el teorema, nos queda solamente comprobar lo 
siguiente: si cualquier punto X es solución del sistema (12), (13), 
entonces este punto puede expresarse en forma de combinación 
no negativa de los puntos (17). 

Siendo solución del sistema (12), el punto X se expresa en 
forma de combinación no negativa de puntos fundamentales X}, 
Xas.. Xp de este sistema: 


X=a4X +. +0X +biXi+. 
ADA OA X +e X? (18) 


donde todos los coeficientes Ay, ..., dj bis- c, b Cis oos Cy SON 
no negativos. 
Si todos los números by. ..., b; son iguales a cero, entonces 


es evidente que no hay nada que demostrar. Supongamos, por lo 
tanto, que entre estos números los hay estrictamente positivos. 
Observamos que entonces entre los números dy, .-., u, también 
los habrá estrictamente positivos: de lo contrario resultaria 
que 


L(X) = biL(XT) + bi (XT) +0 (XI) + + CLIX), 


cosa imposible, puesto que X satisface la desigualdad (13). 

Supongamos, para determinar, que a, > 0 y b, >0. Valiéndonos 
del lema, podemos sustituir la suma aX} + bX por una com- 
binación no negativa de los puntos Xf, X? o de los puntos 
Xi, XP Si en la expresión para el punto X se realiza tal 
sustitución, entonces la cantidad total de cocficientas de Xf, ... 
sess XE, XT, e XT, diferentes de cero, disminuye por lo menos 
en L. Si en este caso resulta que en la expresión obtenida 
nuevamente para X, no todos los coeficientes de XT, ..., Xy son 
nulos, entonces se procede otra vez a la sustitución de una de 
las sumas de la forma aX +bXj por una combinación no 
negativa de los puntos X$, X% o de los puntos Xf, X9p; como 
resultado, la cantidad de coeficientes de Xf,-...X¿- XT. Mp, 
diferentes de cero, disminuye otravez por lo menos en I. Asi 
continuará hasta obtener una expresión para el punto X, en la 
cual todos los coeficientes de X¡,... X7 sean iguales a cero. 
De tal.modo obtenemos una igualdad de la forma 


X= X? + HAXE + Dd aX + teL. 
2h 


en la que todos los coeficientes del segundo miembro son mayores 
o iguales a cero. Pero esto es precisamente la expresión requerida 
para X. El teorema está demostrado. 

6° Existencia y metodo de formacion de un conjunto fundamen- 
tal de soluciones. Examinemos un sistema arbitrario de desigual- 
dades homogéneas lincales. Para la primer desigualdad de este 
sistema se puede formar un conjunto fundamental de soluciones 
(por el metodo descrito en el 4% apartado). Agregando a esta 
primera desigualdad la segunda, y basándose en el teorema del 5° 
apartado podemos formar un conjunto fuñdamental de soluciones 


e 
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A q z80E0E 4 0 222 AX 


para el sistema compuesto por las dos primeras desigualdades. 
Si a continuación agregamos la tercera desigualdad y seguimos 
este proceso sucesivamente, obtendremos e} conjunto fundamental 
de soluciones para todo el sistema inicial de desigualdades, De tal 
forma se demuestra la existencia y al mismo tiempo se da 
el metodo de formación de un conjunto fundamental de solu- 
ciones. 

Naturalmente, si en un sistema de desigualdades dado hay un 
subsistema, para el cual podemos inmediatamente determinar el 
conjunta fundamental de soluciones, entonces en calidad de punto 
iicial se debe tomar este subsistema, agregando sucesivamente 
al cual las restantes desigualdades, después de una serie de 
operaciones obtenemos el conjunto fundamental requerido. 

memeLo Para el sistema 


La (X) = 


LX) = 


3xy — 4x2 + 5x3 — bxs > O, 
(19 


1+ 3x2 3x3 + xa 2 O, 
es preciso hallar todas las soluciones no negativas, es decir, todas 
las soluciones que satisfacen las condiciones 
x,>0, 
x220, 
x, > 0, 
> 0. 


0. 


(20) 
Xy 


Mejor dicho, es preciso ballar la solución común para el sistema 
119), (20). 

No es dificil ver que para el sistema (20) el conjunto funda- 
mental será el conjunto de los puntos 


X¡=(1.0,0.0), X2=(0, 1,0, 0) 
X3=10,0, 1,0) Xa=(0. 0. 0 1) 


[efectivamente, cualquier solución (xi, %2, Ly Ma) del sistema (20) 
puede expresarse en la forma 1X; +07X, + 03X3 + aX a]. 
Agregamos al sistema (20) la primera de las desigualdades (19) 
y para el sistema asi obtenido, confeccionamos un conjunto 
fundamental de soluciones, utilizando el teorema del 5° apartado. 
Para comodidad de cálculos componemos la siguiente tabla 


85 


En cada renglón de esta tabla se da uno de los puntos funda- 
mentales para el sistema (20), asi como el valor de la función 
L,(X) para este punto. Por la tabla vemos que el único punto 
del tipo X4 es Xy; los puntos del tipo X¿ son Xy, Xn Xy, 
puntos del tipo X? en este caso no hay. 

Hallamos los puntos del tipo X9. Que son: 

X$ı = 3X; + 5X, =(5, 0, 3, 0), 

X3, =4X; + 5X: = (0, 5, 4, 0). 

X$2 = 6X3 + 5X4 = (0, 0, 6, 5). 
Para no complicar la escritura, en lo sucesivo designaremos estos 
puntos por Yı, Yz, Ys (respectivamente), y en lugar de Xy escri- 
biremos Yz. 

Los puntos Y, Y,, Ya Y, forman el conjunto fundamental 
de soluciones para un sistema compuesto por (20) y por la primera 
desigualdad de (19). 

A dicho sistema agregamos la segunda desigualdad de (19) 
y componemos la siguiente tabla: 
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En la tabla vemos que Y,, Y, cumplen la fuñción de los puntos 
Yri s Y3, Ya, la de los puntos Yg, mientras que puntos del tipo 
Y? no hay 

Hallamos los puntos del tipo Y% 


Y9, = 3Y; + Y, = (15, 0, 10, 0) =5(3, 0, 2, 0), 
Y2,=3Y, +31 =(0, 15, 15, 0)=5(0, 3, 3, 0), 
Y% = 13Y, + Ys = (65, 0, 45, 5)=5(13, 0, 9, 1), 
Y9a = 12Y, + 3Y, = (0,65, 70, 15) = $ (0, 13, 14, 3). 
Los puntos Y. Ya, Yly, Y2s, Y%4, Y3a forman el conjunto funda- 


mental de soluciones para el sistema (19), (20). La solución general 
tiene la forma 


X= +bN+cY+dY%3+e Y +Y a = 
=4(5, 0, 3, 0) + b{0, 5, 4, 0) + Sc(3, 0, 2, 0) + 
+ Sd (0, 3, 3, 0) + Se(13, 0, 9, 1) + S£(0, 13, 14, 3), 
siendo a, b, c, d, e, f cualesquiera números no negativos, 


Si consideramos a = k, b = kz, 50 = ky, Sd = ka, Se = ks, Sf = 
ks, entonces obtenemos para X la representación 


X =k1(5, 0, 3, 0 + 210, 5, 4. 0) + k3(3, 0, 2, 0)+ 
+ K4(0, 3, 3, 0) + k5(13, 0, 9, 1) + ks (0, 13, 14, 3), (21) 


siendo kj. Ka, .-, ke números arbitrarios no negativos. 

Para finalizar este punto, señalaremos que junto con la demostración 
de la existencia de un conjunto fundamental de soluciones para cualquier 
sistema homogeneo de desigualdades lineales, se demuestra también el 
teorema 2' del párrafo 7 sobre la estructura de cualquier cono poliedro 
convexo (véase pág. 64) 


$ 10. RESOLUCIÓN DE UN SISTEMA 
HETEROGENEO DE DESIGUALDADES 


Ahora, cuando hemos aprendido a formar la solución común 
para un sistema homogéneo de desigualdades, no nos será difícil 
resolver un problema semejante con relación a un sistema de 
desigualdades arbitrario, es decir, heterogéneo, 
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arxı + aX +.. + px > G, 
Bat bpt t boa m 


CX + CaXa Ho H CnN Z G, 


un sistema arbitrario de desigualdades lineales con n incógnitas 
Xs, Xas +0, Xw Examinemos junto con él el sistema homogéneo 


AX + 02X2 +. H nX = At > O, 
bixi + baxa +... + Dax, — bt > 0, 


(2) 
CX + C2X2 4H... + CXu — Ct >0, 
con n+ 1 incógnitas Xy, Xz, .-.; Xm t- 
Entre las soluciones de los sistemas (1) y (2) existe una relacion 
de determinado contenido. Precisamente, si Xj, X2 + Xm t €S 


una solución cualquiera del sistema (2) y, además, £ > 0, entonces 


los números 
ES Xx n X2 
A = —, X% = = 
er a 3 


serán solución del sistema (1). 
En efecto, veamos, por ejemplo, la primera desigualdad de (2) 
Ésta se cumple para los números Xy. X24 ++, Xm i, O sea, 


aX; + agxa +. + anXn > al. 


Dividiendo los dos miembros de esta desigualdad por el número 
positivo 1, tendremos 


aži + aaa +i + ax 240 


pero esto significa que el conjunto de números Ši, Xz 00. Ma 
satisface la primera desigualdad de (1). Un cálculo semejante puede 
realizarse con respecto a cualquier desigualdad de (2): de aquí, 
pues, se deduce nuestra afirmación. 

No es dificil observar que cualquier solución del sistema (1) 
puede ser obtenida por el método indicado. En efecto, si Xy, X2, ,.. 
.., Ña es una solución cualquiera del sistema (1), entonces los 
números xı = Ži, X2=X2 0.0, Xn = Xp t= l satisfacen el sistema 
(2) y en este caso son válidas las igualdades (3) 

Así, pues, para hallar todas las soluciones Xy, Lis eo de 
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sistema (1), se deben hallar todas las soluciones del sistema (2), 
para las cuales : > 0, y transformar cada una de ellas conforme 
a las fórmulas (3). 

gempo. Supongamos que es preciso hallar todas las soluciones 
del sistema 


—3x, — 4x: + 5X3 > 6, 
2x; + 3x2 = 3x3 > —1, 
xı > 0, (4) 
x2>0, 
x20. 


Procediendo de la forma indicada, formamos el sistema homogéneo 
auxiliar 
=3x; — 4x2 + 5x3 — 6t > 0, 
2x1 + 3x3 — 3x3 + t > 0, 
x1>0, 
x>0, 
xa > 0. 


Agregando a este sistema la desigualdad £>0 (puesto que nos 
interesan solamente las soluciones, para las cuales t > 0), obtenemos 
el sistema (19), (20) del párrafo 9, con la única diferencia, que 
en lugar de x¿ tenemos t. El conjunto de soluciones de este 
sistema, como demuestra el párrafo 9 [véase (21) en el párrafo 9] 
se expresa mediante las fórmulas 


xi = Sky + 3k3 + 13ks, 

xa = Skz + 3k4 + 13ko, 

X3 = 3k; + 4k2 + 2k3 + 3k + 9ks + 14ks, 
t = ks + 3ko, 


siendo ky, kz, ..., kg cualesquiera números no negativos, Como 
nos interesan solamente las soluciones, para las cuales 1>0, 
entonces debemos considerar que por lo menos uno de los números 
ks, kg es diferente de cero (estrictamente positivo). A continuación 
hallamos la solucion común para el sistema (4) por las fórmulas 
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Sk, +3k + 13ks 


m= ks + 3ko 
_ 3ka + 3ka + 13ks 
E apie a 
Soig 3k, + 4k + 2ka + 3ka + 9ks + 14ko 
E ks + 3ko i 
Señalamos una vez más que en estas fórmulas kı, kz, ..., ke 


son cualesquiera múmeros no negativos, además, por lo menos uno 
de los números ks, kg es diferente de cero. 

Al establecer que la resolución del sistema (1) por el método indicado 
anteriormente se reduce a la resolución del sistema homogéneo (2), de 
hecho, hemos demostrado el teorema 3 del párrafo 7 sobre la estructura 
de cualquier región poliédrica convexa. Lo ilustraremos, tomando como 
ejemplo, el sistema (4). Sca 


ki + 


ks + 3ke 
como los números K}, Kz, ky ką son arbitrarios no negativos, entonces 
también los números Ki, kz, k5., Ky son arbitrarios no negativos. Seguida- 
mente suponemos que 
Hes ks Hs IT 
EE A kyt 3ko” 
los números ks y kę no son negativos y están relacionados por la condi- 
ción ks + kg = l. Ahora las fórmulas (5) pueden ser expresadas en forma 
de una sola ¡igualdad 
(xi xa xa) = ki (5, 0, 3) + K210, 5, 4) + +K5(3, 0, 2) + 


(i=1, 2.3, 4); 


+ k4 (0, 3, 3) +k5(13, 0, 9) + ke 0, a $} (6) 


Introducimos las siguientes designaciones: 
X, ={5,0, 3) X2=(0,5,4, X,=8,02, 
X4 =(0, 3,3} Xs =113, 0, 9) 


13 14 
Xs = (o, y 5) 


Teniendo en cuenta las restricciones establecidas anteriormente para ki. 
ko. ks y ką y también para k5 y ke, ahora podemos interpretar la 
igualdad (6) de la siguiente forma: el conjunto de soluciones del sistema 
(4) es (Xn Xn Xan Xa) + (Xs, X6). Con ello, la afirmación formulada 
en el teorema 3 del párrafo 7, queda demostrada para el sistema (4). 
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$ 11. SISTEMAS INCOMPATIBLES 


Hasta el momento nos hemos interesado preferentemente por 
aquellos sistemas de desigualdades que tienen por lo menos una 
solución (son compatibles). Con respecto a los sistemas incompa- 
tubles, su estudio representa, a primera vista, una ocupación 
innecesaria; además, parece poco real que con sistemas semejantes 
se pueda crear una teoría, sobre algo más o menos, sustancial. 
De hecho, la situación es completamente otra: las propiedades 
de los sistemas incompatibles no solamente representan interés 
como tales, sino que nos abren la posibilidad para comprender 
una serie de hechos importantes. Asi, por ejemplo, el teorema 
fundamental de la programación lineal (teorema sobre la dualidad, 
véase párrafo 15) se demuestra, a fin de cuentas, mediante algunas 
propiedades de sistemas incompatibles, 

Examinemos un sistema arbitrario de desigualdades lineales, 
Para comodidad de escritura, de momento consideraremos que 
el número de incógnitas es igual a tres, aunque todo lo expuesto 
se refiere en igual medida a sistemas con cualquier número de 
incógnitas, 

Así, pues, tenemos el sistema 

ax+biy+c2+d,>0, 


ax + bzy + C22 + dz > 0, 9 


amX + bwy + Enz + da > 0. 
Multipliquemos los dos miembros de la primera desigualdad de (1) 
por un número cualquiera no negativo k,, los dos miembros 
de la segunda, por un número no negativo k, y asi sucesivamente; 
sumemos después las desigualdades obtenidas Como resultado 
llegamos a la desigualdad 
(kiai + kraz +.. Kim) x + (kibi + kabz +- + kmbm) Y + 
+ (Kici + kaca +. H KC) 2 + kid, + kzdz +.. 
+ Knidm 20, (2) 


la cual llamaremos combinación de las desigualdades (1). 
Puede resultar que cierta combinación de las desigualdades (1) 
representa una desigualdad de la forma 


Ox +0-y+0.2+d>0, (3) 
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siendo d un número estrictamente negativo (después de dividir por 
|d| obtenemos Ja desigualdad —1 > 0). Está claro que esta desi- 
gualdad no podrá satisfacer ningún conjunto de valores de las 
incógnitas, por lo tanto, en el caso que analizamos el sistema (1) 
es incompatible (no tiene soluciones). Es interesante que también 
la afirmación inversa es justa, a saber: si el sistema (1) es incompa- 
tible, entonces cierta combinación de sus desigualdades tendra 
la forma (3), siendo d < 0. 

Ahora demostraremos esta afirmación en forma general (o sea, 
para sistemas con cualquier número de incógnitas), pero antes 
introduciremos la siguiente definición, Acordemos denominar la 
desigualdad 


ax+by+cz+d>0 


por contradictoria, sì no la satisface ningún conjunto de valores 
de las incógnitas. Es evidente que cualquier desigualdad contra- 
dictoria tiene la forma (3), siendo d < O (¡demuéstrelo!). La afir- 
mación que debemos demostrar, puede ser ahora formulada por 
el siguiente teorema. 

TEOREMA SOBRE SISTEMAS INCOMPATIBLES DE DESIGUALDADES Si un sis- 
tema de desigualdades lineales es incompatible, entonces cierta 
combinación de estas desigualdades es una desigualdad contradictoria. 

DEMOSTRACIÓN. La efectuamos por el método de inducción por 
h-esimo número de incógnitas para nuestro sistema 

Siendo n = 1, dicho sistema tiene la forma 


ax+b,>0, 
ax + b: > 0, 
2 2 14) 
AmX + bm > 0. 
Se puede considerar que todos los coeficientes ap, 42, .... dm 


son distintos de cero. En efecto, si, por ejemplo, a, = 0, entonces 
la primera desigualdad tendrá la forma 0-x+ b, >0; siendo el 
número b, no negativo esta desigualdad puede ser suprimida; 
siendo b; un número negativo, la primera desigualdad de nuestro 
sistema es contradictoria y no tendremos qué demostrar. 

Asi, consideremos que ningún número aj, dz ., dy €s igual 
a cero. Es fácil observar que entre estos múmeros forzosamente 
tiene que haberlos tanto positivos, como negativos; en efecto, si 
todos los números indicados tuviesen un mismo signo, por ejem- 
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plo, fuesen positivos, entonces el sistema (4) se reduciría a la 
forma 


b 
x2- 
a 
sy 
a 
a, 
Am 


y, por consiguiente, sería compatible. 
Supongamos, para precisar, que los primeros k números de 


Uis Uz, ++. Um SON positivos, mientras que los restantes m— k 
son negativos. Entonces el sistema (4) es equivalente al sistema 
ME EN 

a; 
x> =-5; 
15) 
xs- . 
b, 
xs-—, 
Am 
5 e bi by nEn 
Elegimos entre los números E N el måximo; supon- 
1 k 


P a á b 
gamos, por ejemplo, que dicho número es — r Entonces, en el 


f y N 1 

sistema (5) las primeras k desigualdades pueden ser reemplazadas 

por la primera desigualdad. De forma análoga elegimos entre los 
b 

números = sw e el minimo, entonces las restantes 
loka Im 

m-— k desigualdades del sistema (5) pueden ser reemplazadas por 

la última desigualdad. Así, pues, el sistema (4) es equivalente 
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a un sistema de dos desigualdades: 


+A, 
a 
Bm 

NE, 
Am 


y su incompatibilidad significa que 


bi bn 
-ie > a (6) 
De (6) se deduce que 
baai — bian < 0, (gi) 


(hay que tener en cuenta que a, >0 y üm <0) Si multiplicamos 
ahora la primera desigualdad de (4) por un número positivo 
— dm y la última, por un número positivo a,, y después sumamos, 
tendremos la desigualdad 


D-x + (bwai — biam) > 0. (8) 


la cual según (7) es contradictoria. Asi, pues, para sistemas con 
una incógnita el teorema es válido, 

Supongamos ahora que la afirmacion del teorema es válida 
para sistemas de desigualdades con n — t incógnitas y. basándonos 
en esta suposición demostraremos que dicha afirmación es valida 
para el caso de n incógnitas. 

Entonces, sea dado un sistema incompatible de desigualdades 
lineales con n incógnitas Xi, Xz .... Xp; ateniendonos a las 
designaciones dadas en el párrafo 8 designamos este sistema por 
“sistema (S)”. Formamos para él un sistema asociado (S'); este 
último será incompatible seguidamente después de (S). Como en 
el sistema (S') el número de incógnitas es igual a n— 1, con 
respecto a este sistema puede aplicarse la suposición de induccion. 
Esto significa que cierta combinación de desigualdades del sistema 
(S') representa una desigualdad contradictoria. Pero no es dificil 
ver que cada desigualdad del sistema (S') es una combinación 
de desigualdades del sistema (S); en electo, sı simplemente sumamos 
las desigualdades P, >x, y *n>Qp del sistema (S), obtenemos 
P, + Xa ZX +0Qp 0 bien, P, > Qg es decir, una de las desigual- 
dades del sistema (S') [véase el $ 8, sistemas (F) y (S7]. De esto. 
a su vez, se deduce que cierta combinación de desigualdades del 
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sistema inicial (S) es una desigualdad contradictoria. El teorema 
queda demostrado, 

El teorema sobre sistemas incompatibles de desigualdades 
lineales es solamente una de las manifestaciones de la profunda 
analogía, existente entre las propiedades de sistemas de desigual- 
dades lineales y de sistemas de ecuaciones lineales. Si probamos 
cambiar, en la formulación del teorema, la palabra “desigualdad” 
por “ecuación” tendremos la siguiente afirmación: 

Si un sistema de ecuaciones lineales es incompatible, entonces 
cierta combinación de dichas ecuaciones es una ecuación contra- 
dictoria. 

Resulta que esta afirmación también es justa. Con una formu- 
lación algo distinta, dicha afirmación se llama teorema de Kro- 
necker — Capelli y se demuestra en el curso de álgebra lineal (asi 
se llama una parte de las matemáticas, en la cual se estudian 
las operaciones lineales, o sea, operaciones semejantes a la adicción 
de puntos y multiplicación de puntos por un número en un 
espacio n-dimensional). Además, para que lo dicho sea comprendido 
correctamente, es preciso hacer algunas precisiones sobre el con- 
cepto de “combinación”. Una combinación de ecuaciones se con- 
fecciona de la misma forma que una combinación de desigualdades, 
con la única diferencia que se permite multiplicar estas ecuaciones 
por cualesquiera números y no solamente por números no negativos. 
Lo mismo que para desigualdades, la ecuación que no tiene 
soluciones se llama contradictoria. No será difícil demostrar que 
las ecuaciones contradictorias forzosamente tienen que tener la 
forma. 

00x+0:x7+...+0:x,+b=0, (9) 


siendo b un número diferente de cero (después de dividir los dos 
miembros por b obtenemos la “ecuación” 1 = 0). 

Sumamente importante es un caso particular del teorema sobre 
sistemas incompatibles de desigualdades, precisamente, cuando el 
sistema dado contiene las desigualdades 


A RSO (10) 


Designando por (S) la parte restante del sistema, se puede decir 
que el problema consiste en hallar todas las soluciones no negativas 
del sistema (S) [o sea, soluciones que satisfagan las condiciones 
(10)]. Si este problema no tiene soluciones, entonces, conforme 
al teorema que acabamos de demostrar, cierta combinación de 


desigualdades del sistema (S). 

MX AX + px + a > O, (1D 
en suma con cierta combinación de las desigualdades (10), 

kixi + kaxa +... kx, 20 

(kis Kas s-s kn no son negativos), 
dará una desigualdad contradictoria 

Oxi +0 xXx +...+00x.+0>0, 
siendo c un número negativo. Por consiguiente, 

a= =k <0, d4=-k,5<0,...,4,= —k,<0, a <0. 


Formulemos el resultado obtenido como una afirmación particular, 

COROLARIO DEL TEOREMA SOBRE SISTEMAS INCOMPATIBLES. Si un sistema 
de desigualdades carece de soluciones no negativas, entonces cierta 
combinación de dichas desigualdades es una desigualdad de la forma 
(11), en la que todos los coeficientes a, ar .., a4,<0 y el 
término independiente a < Q. 


$ 12. CONOS POLIEDROS CONVEXOS 
RECIPROCAMENTE CONJUGADOS 


En el párrafo 4 hemos expuesto algunos hechos referentes 
a conos poliedros convexos; en el presente párrafo examinaremos 
hechos complementarios de la teoría de los conos convexos. 

Cada cono poliedro convexo con el vértice en el origen de 
las coordenadas en un espacio tridimensional, conforme se de- 
muestra anteriormente, es una región de soluciones de cierto 
sistema de desigualdades homogéneas lineales con tres incógnitas: 


ax+biy+ciz>0, 
dx + bay + caz >0, a 
mX + BY + Caz > 0. 


Supongamos que además de este sistema se da una desigualdad 
aparte 


ax+by+c2>0. (2) 


96 


Consideramos que la desigualdad (2) es consecuencia del sistema 
(1), si cualquier conjunto de valores de las incógnitas x; y, z que 
satisface el sistema (1), satisface también la desigualdad (2). 

Naturalmente, cualquier desigualdad, siendo una combinación 
lineal de las desigualdades (1), es consecuencia del sistema (1). 
Pero, ¿es válido lo inverso? Resulta que si. 

TEOREMA |. La desigualdad homogénea (2), siendo consecuencia del 
sistema homogéneo (1), puede ser representada como una combina- 
ción lineal de las desigualdades (1). 

Demostración Para comodidad de escritura, en lo sucesivo, 
designaremos los primeros miembros de la primera, segunda, ... 

++, m-ésima desigualdades del sistema (1) por P,Pz, ..., Pm res- 
pectivamente, y el primer miembro de la desigualdad (2), por P. 
Asi, pues, tenemos dado el sistema 


P1>0, 
>0, 
P> w 
Pm 20. 
y también la desigualdad 
P>0, (2) 


que es consecuencia del sistema. Es preciso demostrar que esta 
desigualdad puede ser expresada como una combinación lineal 
de las desigualdades (1). 

Puesto que la desigualdad P>0 es una consecuencia del 
sistema (1), entonces la desiguladad P < —1, por el contrario, es 
incompatible con este sistema; es decir, el sistema mixto 


P,>0, 
P¿>0, 


es incompatible. 

Conforme al teorema sobre sistemas incompatibles, cierta com- 
binación lineal de las desigualdades (3) es una desigualdad contra- 
dictoria. En otras palabras, existen unos números no negativos 
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kis Kar 00.1 Km Km+1 tales, que la desigualdad 
PA Pr Ki + Ki lP 020 


(después de una reducción de los términos semejantes) tendia 
la forma 
0-x4+0-y+0.:+d42>0, 


donde d es un número negativo. Por consiguiente. 
TT A AE ES 


Y —Kkm+1 =d es un número negativo. De ello resulta que 


ki k, 
P= Pi +o t Pr 
kari kmri 
además, los factores de P}. ..., Pm no son negativos. Por lo 


visto, esto significa que la desigualdad (2) es una combinación 
lineal de las desigualdades (1); esto, pues, era preciso demostrar 

El teorema demostrado representa interés como tal, pero más 
curioso es su contenido geométrico. Para darselo a conocer 
a nuestro Jector, tendremos que valernos de algunos hechos de la 
geometría analítica; por cierto que éstos son tan elementales, 
como los pocos hechos de la geometria analitica que venimos 
utilizando hasta aquí. 

Sean 

A (Xn Va Za) BlXo Yp 20) 


dos puntos en el espacio diferentes del origen de las coordenadas O 
Apliquemos con relación al triángulo OAB (fig. 47) el asi llamado 
“teorema de los cosenos”, conforme al cual, el cuadrado de 
cualquier lado de un triángulo es igual a la suma de los cuadrados 
de los otros dos lados menos el producto doble de estos lados 
por el coseno del ángulo entre ellos. 

En el caso dado 


AB? = 0A? + OB? — 2- 0A- OB- cos Q, 141 
siendo «p un ángulo entre los segmentos OA y OB. Pero 
OA? = xå + yi +z 
OB? = xh + yh + z 
AB? = (x4 — Xa) + (ya — Va)? + (Za 20) 
O sea que después de reducir los términos semejantes, obtenemos 


7-225 
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de (4) 

—2(x4Xp + Y ¿Ya + 2428) = —2- 0A - OB — cos 0. (5) 
El ángulo ọ será no agudo en aquel y sólo en aquel caso, 
cuando cos «0, Por lo tanto tambien de (5) se deduce que 


el angulo entre los segmentos OA y OB será no agudo en aquel 
y solo en aquel caso, cuando 


XaXp + Yaya + Zaza $ 0, 
Acordaremos, en adelante designar la expresión que forma el 
primer miembro de esta desigualdad, brevemente, por (A, B): 
(A, B) = x4Xp + YaYo + 2428- 


Entonces, lo dicho anteriormente se puede parafrasear de la 
siguiente forma. 


Fig. 47. 


El ángulo entre los segmentos OA y OB será no agudo en aquel 
y solo en aquel caso, cuando 


(4, B) < 0. 


Precisamente, estos son todos los conocimientos de la geometria 
analitica que necesitamos en lo sucesivo, Para finalizar, señalaremos 
una propiedad de la magnitud (4, B): 


(141 +k247 B) = kı (41. B) + kz (Az; B) (6) 


sean cuales sean los números k; y kz La demostración es casi 
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evidente: puesto que el punto kyAı +K242 tiene lus coordenadas 
kaxa, + kaXay Koda Aros 


krizaj + kiza 
entonces 


(kiAı + ko 42, B) = 
= (kixa, + kaxa) Xa + (Kiya, + kayy, Ye + 
+ (kiza + KaZa) 26 = ki (x4, Xa + Yaa + Zaza) t 
+ ka lx ag xo H Vaat Zaza) = ki (Ar, B) + ka (A2. B) 


Por fin nos dirigimos al tema principal de este parrafo. o sea, 
a los conos poliedros convexos situados en el espacio. Según 
la definición dada en el párrafo 4, cono poliedro convexo con el 
vértice en el punto $ se llama la intersección de un número 
finito de semiespacios, cuyos planos confines pasan por $. El 
ejemplo más tipico de cono poliedro convexo, como es sabido, 
es una pirámide convexa ilimitada. En lo que queda de este 
párrafo, se supone que el vértice S coincide con el origen de las 
coordenadas 0. 

Supongamos que el punto B, distmto del origen de las 
coordenadas, tiene la siguiente propiedad. el segmento OB forma 
un ángulo no agudo con cualquiera de los segmentos OA, siendo 
A un punto arbitrario del cono considerado 4 Un punto tal B 
siempre puede hallarse: para ello es suficiente, por ejemplo, trazar 
un plano x a través del vértice del cono, de tal forma, que todo 
el cono se sitúe en uno de los dos semiespacios, determinados 
por este plano (fig. 48); entonces una perpendicular al plano n, 
trazada en el otro semiespacio, estará compuesta totalmente por 
puntos B de la forma requerida. 

Examinemos el conjunto de rodos los puntos B que poseen 
la propiedad antes indicada; completamos dicho conjunto con un 
punto más—el origen de las coordenadas — y designamos el 
conjunto obtenida por 4 *, Demostraremos, primeramente, que es 
válido el siguiente. 

Lema, H * es nuevamente un cono comvexo poliedro (como 
ilustración véase la fig. 49). 

DEMOSTRACIÓN. Conforme al teorema 2 del párrafo 4, cualquier 
cono convexo poliedro .£ es un conjunto de la forma (41, 
Az, .... An) (en el teorema indicado las designaciones son algo 
distintas: en lugar de Ar, Az, ,.-, Am en èl se da Bi, By, .. Bj). 


y 
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Fig. 48, Fig. 49. 


Esto significa que cualquier punto Ae se expresa de la forma 
A = tiA +A + + Imám 


siendo ty, fz, -.., Ím números no negativos. Si el punto B per- 
tenece al conjunto 4 *, entonces el ángulo entre el segmento OB 
y cualquiera de los segmentos OA (AEX) no es agudo, es decir 


(A, B)<0, para todos AEX. 
Puesto que 
(A. B) = tı (Ai, B) + ta (åz, B) + ..+tmlAm B} 
[véase la fórmula (6)], entonces tenemos en este caso 
ti (4i B) + t; (Az, B)+-..+ImlAm B) <0, (7) 


sean cuales sean los números no negativos t), tz, ..., fm En par- 
ticular, 


(41. B) <O, (Az, B)<O, -... (Am B) <0. (8) 
Y también a la inversa: si son válidas las desigualdades (8), 
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entonces también será válida (con cualesquiera no negativos fy. 
las «<< tm) la desigualdad (7), es decir. el punto BeX*, Asi, 
pues, el cumplimiento de las desigualdades (8) es lo indispensable 
y suficiente pura que el puno B pertenezca a X * 

Designemos las coordenadas del punto A, por aj bn & (= 
=1, 2, ..., m) y las coordenadas del punto B, por x, y, z 
Entonces las condiciones (8) se escribirán de la siguiente forma 


ax+biy+<c2<0, 


ex + bay +02 SO. 
2 z 9 


AX + BY + Cm? < 0 


Para que B pertenezca al conjunto X * es indispensable y sufi- 
ciente que sus coordenadas x, y, z satisfagan todos las desigual- 
dades (9). Es decir, que X * sea región de soluciones del sistema (9). 

Como el sistema (9) es homogéneo. la región de sus soluciones 
es cierto cono poliedro convexo, situado en el espacio. Por 
consiguiente, X * es un cono poliedro convexo; esto era preciso 
demostrar. 

Asi pues, hemos aprendido a relacionar cada cono poliedro 
convexo X con otro cono poliedro convexo X *; este último está 
compuesto por todos los puntos B, en los cuales el segmento OB 
forma ángulos no agudos con cualquiera de los segmentos OA, en 
los que AEX. 

Diremos que el cono X * es conjugado con Y 

Surge una pregunta lógica: ¿qué representa un cono conjugado 
con X*?, o sea, ¿qué se puede decir con respecto al conjunto 
(A *)*? Por la definición dada al cono Y * se desprende directa- 
mente que el conjunto (X *)* debe contener el conjunto ¡micral 
Y («por qué?). n 

Pero no está del todo claro, ¿coincidiran estos dos conjuntos 
o no? Más aún, intentando comprobar este hecho mediante 
razonamientos geométricos, nos convencemos de que éste no es 
tan simple. Sea como sea, nosotros eligiremos para demostrar la 
coincidencia entre (Y *)* y X el camino algebraico, basado en 
el teorema 1; de hecho, como veremos por la demostración dada 
a continuación, el contenido geométrico del teorema 1, para el 
caso de un sistema con tres incógnitas, consiste precisamente en 
la igualdad (X *} =X. 

Asi pues, demóstremos el siguiente teorema 
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TEOREMA 2 Sea X un cono pohedro convexo, Entonces el 
conjunto (X *)* comcide con Y 
Lo mismo se puede decir de otra forma, quizás, más clara. 
Designemos el cono X por X, y el cono X*, por My. Está 
claro que cl teorema afirma lo siguiente; 
aX t= y entonces X$ =X 1, 


o bien sı un cono es conjugado a otro, entonces el segundo 
también es conjugado al primero o sea, la relación de conjugación 
es reciproca. 
pemostración Sea C (a, b, c) un punto arbitrario del conjunto 
(X *)*. Para cada punto B(x, y, 2)eX* debe cumplirse la 
desigualdad (B, C) «0, es decir, 
ax + by+cz2<0, (10) 


Pero la propia pertenencia del punto B al conjunto 4" * significa, 
como dectamos antes. el cumplimiento de la desigualdad (9). 
De tal forma, cada solución (x, y, z) del sistema (9) deberá 
satisfacer tambien Ja desigualdad (10). En otras palabras, la desi- 
gualdad (10) es consecuencia del sistema (9), 

Por el teorema 1, demostrado anteriormente, esto es posible 
solamente en el caso, cuando la desigualdad (10) es una combi- 
nación lineal de la desigualdad (9), es decir, cuando 


(a, b, c)=t1 (81, di, ci) + tziaz Da, Ca) +--+ im (am Bm Cm), 


siendo ti, t» + fm Ciertos números no negativos. 
Mas esta última igualdad significa que 
CO=tA + 12424... Imán 


o sea, el punto C pertenece al cono Y. Asi pues, cualquier 
punto C, perteneciente a (X'*)*, pertenece también a 4%. Pero 
antes hemos señalado lo inverso, o sea, que X pertenece a (X *)*. 
Por consiguiente, X = (X *)*, El teorema queda demostrado. 
Utilizando los hechos ya conocidos por nosotros, ahora no 
sera dificil demostrar el teorema 2, dado en el párrafo 7,"sobre 
la estructura de los conos poliedros convexos. Recordaremos el 
contenido de este teorema: cualquier conjunto de la forma (Ay, 


Aa, ---; Am) es un cono poliedro convexo, 
Para realizar la demostración examinaremos el conjunto X = 
=(41. Az - + Am)*, compuesta (conforme a la definición) por 


aquellos puntos B, en los cuales el vector OB forma ángulos no 
agudos con todos los vectores OA, siendo A cualquier punto de 
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(As, Az ...1 Am). El conjunto X se determina por las desigual- 
dades (8) y, por lo tanto, es un cono poliedro convexo. Como 
cualquier otro cono poliedro convexo, X es cono conjugado con 
relación a cierto cono Í (precisamente, con relación a (**) 
Pero, conforme a lo demostrado anteriormente (véase lo escrito 
en gallarda al final del párrafo 9) el cono % se expresa de la 
forma (B,, Bz, ..., B,). O sea, X =* o de otra forma, 


(Ar An is A) = (Bi, Ba, >>, Bs)" an 


Basándose en el teorema 1 del presente párrafo, de la relación (11) 
es fácil deducir lo siguiente: cada uno de los puntos A, pertenece 
al conjunto (Bı, Ba, ..., B,) y cada uno de los puntos B, 
a (Aj, An ...1 Am). De ello se deduce la coincidencia de los 
conjuntos (Ai, Az, -+> Am) Y (Bi, Ba, ..., Bs). Por lo tanto el 
conjunto (Ai, An +...» Am) €S el cono % El teorema esta 
demostrado, 


$ 13. EL PROBLEMA 
DE LA PROGRAMACIÓN LINEAL 


La programación lineal es una rama de las matemáticas apli 
cadas relativamente nueva, desarrollada en los años 40 a 50 de 
nuestro siglo al surgir la necesidad de resolver distintos problemas 
económicos. 

Por regla general, los problemas con que tropezamos en la 
economia, y sobre todo en la rama de plamficación de la pro- 
ducción, son los problemas relacionados con la búsqueda de lu 
variante más ventajosa. Cada uno de estos problemas exige dar 
respuesta a la pregunta: ¿cómo obrar con los recursos limitados 
con que disponemos con el fin de obtener el maximo efecto? 
Hasta no hace mucho tiempo, el único metodo para resolver 
semejantes problemas era el simple cálculo, resolucion “a ojo”. 
o la prueba de todas las posibles variantes con cl fin de hallar 
la mejor. Ahora la situación cambia. En los ultimos decenios 
la complejidad de la producción ha alcanzado tal grado, que la 
simple prueba de variantes se ha hecho imposible. Son tantos los 
factores que influyen en la resolución, que la cantidad de variantes 
alcanza en algunos casos míles de millones. Por eso ha aumentado 
bruscamente el interés hacia los métodos matemáticos en la 
economía. Al proceso de “matematización de la economía” ha 
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contribuido también el desarrollo de la técnica de cálculo, en 
particular, la aparición de calculadoras electrónicas 

Examinaremos algunos ejemplos de problemas de la programa- 
ción lineal 

EJEMPLO 1 Una empresa produce artículos de dos tipos; la 
capacidad de producción del taller de ajuste supone 100 artículos 
del primer tipo ò 300 artículos del segundo durante una jornada. 
Al mismo tiempo, la sección de control técnico está en condi- 
ciones de comprobar no más de 150 artículos (de cualquier tipo) 
durante una jornada. Se sabe, además, que un artículo del primer 
tipo es el doble más caro que un artículo del segundo. En estas 
condiciones, es preciso determinar un plan de producción (tantos 
artículos del primer tipo y tantos del segundo) que abastezca 
a la empresa el máximo de beneficio. 

El plan que buscamos se da por medio de dos números enteros 
no negativos x e y (x es la cantidad de articulos del primer 
upo e y, del segundo), los cuales deben satisfacer las siguientes 
condiciones *' 


3x+y<300; x+y<150; 
2x + y es máximo. 


En otros términos, entre las soluciones no negativas de números 
enteros del sistema 


3x + y < 300, 
? } w 


x+y s150, 


es preciso elegir aquélla, que comunique máximo valor a la 
función lineal 


f=2x+y. 


Sı trazamos cn un plano un sistema rectangular de coorde- 
nadas xOy, el conjunto de soluciones del sistema (1) estará re- 
presentada por el poligono rayado en la fig. 50. Por esta misma 
figura se puede apreciar que la solución del problema es el punto 
P(75, 75), uno de los vértices del polígono. 


* La primera condición parte del taller de ajuste. 
En efecto, en lugur de un articulo del primer upo, este taller puede 
producir tres del segundo, Por consiguiente, toda la producción del taller, 
calculada en articulos del segundo tipo, supone 3x + y unidades; este 
numero de unidades no deberá superar a 300 
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En efecto, veamos la recta 2x + y =c, en la que ¢ es cierto numero. 
Designemos esta recta por |, Con el crecimiento del numero c, la recta 1, 
se desplaza hacia “arriba” (manteniéndose al mismo tiempo paralela a su 
posición inicial). El valor más grande de c, con el cual la recta l, tiene 
aún puntos comunes con el polígono rayado, es aquel valor de c con el 
cual esta recta pasa por el punto P. Por lo tanto, en este punto, 
la función 2x + y alcanza su valor máximo (en comparación con sus 
valores en los demás puntos del poligono). 


El ejemplo que hemos analizado, claro que es muy primitivo 
pero, de todos modos, nos da cierta idea sobre el caracter de los 
problemas de la programación lineal, En cada uno de estos 
problemas es preciso hallar el valor máximo (o mínimo) de certa 
función lineal de n variables 


f =X + €7X +. + CnXm 


con la condición que estas variables estén supeditadas a un 
sistema dado de desigualdades lineales (entre las cuales forzosa- 
mente va incluida la condición de que las variables y; >0., 
+, Xn 20 no sean negativas). En algunos problemas (tomo, por 
ejemplo, en el que hemos analizado) de las variables se exige 
una condición más: que sean números enteros. 
temeto 2 (problema sobre la dieta). Entre las clases de productos 
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con que disponemos, es preciso componer tal dieta que, por un 
lado, abastezca las necesidades mínimas de un organismo en 
sustancias alimenticias (albúminas, grasas, carbohidratos, vitaminas, 
etc.) y, al mismo tiempo, exija gastos minimos. 

Veamos un simple modelo matemático de este problema. 

Supongamos que tenemos dos clases de productos P, y Pz 
que contienen sustancias alimenticias A, B y C Se sabe qué 
cantidad de sustancias alimenticias contiene un kilogramo de uno 
y otro productos P, y Pa; estos datos se dan en la tabla 


A 
en | kg de P| a 
en | kg de P, a 


Ademas de estos datos se sabe que a, b, c es lo que necesita 
un organismo durante 24 horas de A, B, C (respectivamente) 
y que sı, s} son los precios de 1 kg de productos P, y Pz 
(respectivamente) Es preciso determinar la cantidad x, del producto 
P, y la cantidad x, del producto P, de tal forma que se 
abastezca la cantidad indispensable de sustancias alimenticias con 
un minimo de gastos en productos. 
Naturalmente que el coste total de los productos sera 


S = sX + 52X2- 

La cantidad total de sustancia A en ambas clases de productos 

es igual a ajx, +u7X2 Este cantidad no debe ser menor que a: 
A,X, + 49X7 24 


Desigualdades analogas deberán cumplirse para B y C: bixi+ 
+bx2 >b, cX; +02 >0 Asi pues, llegamos al siguiente 
problema. 

Tenemos dado el sistema 


axy + aX > d, 
bixi + b3x2 > b. (2) 


Xi HCX > G, 


de tres desigualdades lineales con dos incogmtas x; y X2 Y la 
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función lineal 
S =5X+52M2 


Entre las soluciones no negativas (x,, xz) del sistema (2) es preciso 
elegir aquella solución, con la cual la función S alcanza su valor 
minimo (se minimiza). A esquemas semejantes pueden ser reducidos 
diferentes problemas sobre la composición de aleaciones y mezclas 
de combustibles; problemas sobre Ja composición de piensos menos 
costosos para el ganado; sobre la composición de mezclas de 
abonos químicos, etc. 

EJEMPLO 3 (problema del transporte). El carbón extraido de varios 
yacimientos, se envia a una serie de consumidores fábricas, 
centrales eléctricas, etc, Se sabe cuánto carbón se extrae de cada 
yacimiento, digamos, durante un mes y cuánto carbon hace falta 
durante el mismo período para cada uno de los consumidores 
Se conocen las distancias entre los yacimientos y los consumidores, 
así como las condiciones de transporte entre ellos; teniendo en 
cuenta estos datos, se puede calcular el precio de transporte 
de cada tonelada de carbón desde cualquier yacimiento hasta 
cualquier consumidor. Siendo estas las condiciones, es preciso 
planificar el transporte de carbón de tal forma que los gastos 
relacionados con ello, sean mínimos 

Para simplificar, consideramos que hay solamente dos yact- 
mientos M, y M, y tres consumidores Py, P} y Py Supongamos 
que la cantidad de carbón en M, y M, es igual a a, y 0 
y la necesidad o consumo de P,, P} Py igual a by, bz by 
respectivamente. Admitumos que la suma de reservas se iguala 
a la suma de consumos 


a +4 + ba + bx, 


tal suposición es completamente natural Por ultimo, tenemos 
dados los valores cy (i=1. 2, j=1, 2, 3) que son precios de 
transporte de una tonelada de carbón desde M, hasta P, El 
problema consiste en determinar seis números 


Xip Maa Xis Ms Nzn X3; 
xi; representa la cantidad de carbón, destinada para transportar 


desde M; hasta P, 
Para comodidad de observación componemos la siguiente tabla 


aP, | aP, | aP, \ Total enviado 
¡[==> 
De M, Xi X12 Ya a 
De M; xa Ma n a 
— — 
"Toral recibido b b, by 


La cantidad total de carbón transportado desde M, debe ser igual 
a a; de aquí tenemos la condición 

Xir + Xa E Xia = dy 
Una condición semejante debera cumplirse para My: 

Xa + X22 + X23 = Ue 


La cantidad total de carbón transportado hasta P, debe igualarse 
a b; de ello 
Xauxa =b; 


De forma analoga tenemos las condiciones: 
Xia t Xz=bn Xis + Xn = by 


Suponemos que el precio de transporte es directamente propor- 
cional a la cantidad de carbón transportado, o sea. el transporte 
desde M, hasta P, cuesta cx,. Entonces el precio total de todos 
los transportes sera 


S= aX H Ox E Caia Ca + C2222 Caza 


De tal forma llegamos al siguiente problema 
Tenemos dado el sistema 
A = djs 


Yai Mza + Nas = dls 
Xa +X Sbu 5) 
Xiz + X22 = bz. 
Xna + Yao hs, 
de cinco igualdades lineales con ses jncogmtas y la función 
lineal S Entre las soluciones no negativas 


Mar izar Us Yap Nazas Xay 


109 


del sistema (3) es preciso elegir aquélla, con la cual Ja función S 
alcanza su valor minimo (se minimiza) 

Ej problema planteado claro que puede ser formulado en un 
aspecto más gencral, o sea, para cualquier número de yacimientos 
y consumidores. Este problema recibió el nombre de problema del 
transporte y fue uno de los primeros para cuya resolución se 
utilizaron, con éxito, métodos de la programación lineal. 

Hemos analizado, de una forma simple, tres problemas de la 
programación lineal. A pesar de la variedad de contenido, en el 
planteamiento de estos problemas hay mucho en común, En cada 
problema se buscan valores de varias incógnitas, además, es 
preciso que: 

a) estos valores sean no negativos: 

b) estos valores satisfagan cierto sistema de ecuaciones lineales 
o desigualdades lineales; 

c) con estos valores cierta función lineal sea mínima (o máxima). 

Observaremos que el contenido de la condición b) parece más 
bien divisor que unificador, pues, en un caso las incógnitas deben 
satisfacer ecuaciones y en otro, desigualdades, Pero, más adelante 
veremos que un caso se reduce a otro fácilmente. 

A problemas de este género se dedica la programación lineal. 
Dicho más exactamente: la programación lineal es una disciplina 
de las matemáticas que estudia los métodos utilizados para hallar 
el valor minimo (o máximo) de una función lineal con varias 
variables, con la condicion que estas últimas satisfacen a un número 
finito de ecuaciones lineales y de desigualdades lineales. La cantidad 
de variables y la cantidad de condiciones (ecuaciones, desigualdades) 
pueden ser. por supuesto, las que se quiera. En problemas reales 
estas cantidades son sumamente grandes (aproximadamente de una 
a varias decenas y a veces más). 

Escribiremos lo dicho en el lenguaje exacto de las fórmulas. 
La formulación matemática general de un problema de la progra- 
mación lineal se expresa como sigue. 

Sea dado un sistema de ecuaciones lineales: 

yx + 12X2 + e yx = bi, 
azi Xi + ga Xa + o aX = bas 


(0 


Ami Xy Hna Xa E X= ban 
y la funcion lineal 
Í = cX H CX +++. H CpXo 1049) 
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Es preciso hallar una tal solución no negativa 
m0 x2>0,..., X> 0, (1D 


del sistema (1), con la cual la función f adquiera su valor minimo 
(se minimiza). 

Las ecuaciones (I) se llaman restricciones del problema dado. 
De hecho, las condiciones (HMI) también son restricciones pero no 
es usual llamarles asi, ya que no son típicas para el problema 
dado, sino comunes para todos los problemas de la programación 
lineal. 

De los tres ejemplos que hemos analizado, parece ser que 
sólo el último (el problema del transporte) se ajusta a la formula- 
ción que acabamos de dar. Los otros dos tienen un contenido 
algo distinto, puesto que todas las restricciones incluidas en ellos, 
tienen la forma de desigualdades y no de ecuaciones. No obstante, 
de restricciones-desigualdades a restricciones equivalentes, dadas en 
forma de ecuaciones, se puede pasar mediante un procedimiento 
simple. 

En efecto, supongamos que entre las limitaciones de un 
problema dado hay una desigualdad 


MX +47 +. + dx, + b S O, (4) 
Introducimos una incógnita nueva X,+1, llamada suplementaria 
o adicional, relacionada con las incógnitas Xy, X2, «-., Xą mediante 
la ecuación 


AX H 0x2 ho Xp t b E= Xp 


Por lo visto la desigualdad (4) equivale a la condición de que 
Xn=1 NO sea negativo. Si en cada una de las desigualdades que 
forman el sistema de limitaciones del problema dado, introducimos 
una incognita suplementaria, procurando además que todas ellas 
sean no negativas, entonces el problema adquiere una forma 
normalizada (I), (11), (INI), aunque con gran cantidad de incógnitas. 
lHustraremos este procedimiento tomando como ejemplo el problema 
sobre la dieta El sistema de restricciones en este problema se 
compone de tres desigualdades, por eso, introducimos tres incógnitas 
suplementarias X3. X4 Y Xs. Como resultado, las limitaciones toman 
la forma de ecuaciones' 


üX; + 49X2— X3 = 0, 
bix, + baxo — xa = b, 


CIX + 073 Xs = 


mn 


Entre todas las soluciones no negativas de este sistema es preciso 
hallar aquella que minimiza la funcion 


S=51X1 + 52X2 


De hecho, en la solucion que buscamos nos interesan solamente 
los valores de x; y xz 

Con frecuencia en problemas de la programación lineal se 
necesita hallar no el mínimo, sino el máximo de la funcion 
lineal f. Como quiera que máx f=—min(—f) (demuéstrelo), 
entonces un problema se reduce a otro cambiando f por —f 

Hemos demostrado que un problema de la programación lineal con 
restricciones-desigualdades se reduce a un problema con restricciones 
ecuaciones. Es sumamente interesante la posibilidad de reducción inversa, 
o sea, cualquier problema de la programación lineal se puede formular 
de tal modo, que todas las restricciones tengan la forma de desigualdades. 
Nosotros no nos detendremos en etlo 

Para finalizar haremos algunas objeciones con relación a la 
terminología aceptada. Cualquier solución no negativa de un sistema 
de restricciones se llama admisible. La solución admusible que da 
el mínimo a la función f, se llama óptima. La búsqueda de una 
solución óptima es, precisamente, nuestro fin. La solución óptima 
(si es que existe) no es, forzosamente, unica: puede haber casos 
cuando existe un conjunto infinito de soluciones optimas. 


SR 
$ 14. EL “MÉTODO SIMPLEX” 


Los problemas reales de la programación lineal contienen, por 
regla general, gran cantidad de restricciones incógnitas. Natural- 
mente que la resolución de estos problemas va relacionada con 
gran cantidad de cálculos. Esta dificultad se supera con ayuda 
de máquinas calculadoras de acción rápida. El algoritmo que 
compone la base de un programa de máquina puede estar rela- 
cionado con las especificidades de una clase determinada de 
problemas. Asi, por ejemplo, para resolver el problema del 
transporte existen algoritmos sumamente simples, condicionados 
por las particularidades del sistema de limitaciones con respecto 
a estos problemas. No obstante, también existen métodos comunes 
que permiten hallar la solución de cualquier problema de la 
programación lineal realizando un número determinado de cálculos 
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(pasos) A estos pertenecen, ante todo, cl llamado “método simplex" 
y algunas de sus modificaciones *, 

1°. Descripción del “método simplex”. Veamos un problema de 
la programación lineal. Sea dado cierto sistema de ecuaciones 
lineales con n incógnitas Xy, Xz, -.., Xp y cierta función lineal f. 
Entre las soluciones no negativas del sistema dado es preciso 
hallar aquella que minimiza la función f. 

Para comenzar los cálculos por el “método simplex” es necesario 
gue el sistema dado de ecuaciones sea reducido a tal forma, en 
la que algunas r incógnitas sean expresadas mediante las restantes 
y, además, que los términos independientes de estas expresiones sean 
no negativos. Supongamos, por ejemplo, que n=5 y que las 
incógnitas, expresadas mediante las restantes, SON Xi, X2, Xy. Por 
consiguiente, el sistema de limitaciones se reduce a la forma 


X= A XgXg + sXg, 


xa = B + Baxa + Baxs, (1) 
Xy = Y + YaXa + 195 
siendo a>0, P>0, y >0. (2) 


Se puede, en efecto, reducir un sistema a esta forma y cómo 
hacerlo, esta cuestión, se examinará más adelante (véase el apar- 
tado 2”). Las incógnitas xı, X2, Xa de los primeros miembros del 
sistema (1), se denominan incógnitas básicas y todo el conjunto 
{X} Xa xa} que designaremos para abreviar por B, se llama 
base; las demás incógnitas se denominan no básicas O indepen- 
dientes*". Sustituyendo en la expresión inicial de la función f las 
incógnitas básicas por sus expresiones obtenidas mediante las no 
básicas de (1) podemos escribir esta misma función f también 
mediante las incógnitas no básicas Xa Y Xs: 
S=04+C4Xa + CsXs. 


Consideramos todas las incógnitas no básicas iguales a cero: 
x4=0, x;=0, 


* La denominación de “metodo simplex” no está 
relacionada con el contenido de la cuestión y “se debe a una circunstan- 
cja casual 

%s! La ultima denominación se debe a que durante 
la búsqueda de todas las soluciones del sistema (1) (sin referirnos 
a problemas de la programación lineal), a estas incógnitas se les puede 
dar cualquier valor 
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y mediante el sistema (1), hallamos el valor de las incognitas 
básicas: 
x1=% a=b x3=Y 


La solución de este sistema, obtenida de tal forma 
(0, Be y, 0, 0) 


a consecuencia de (2), será admisible Esta solución se llama 
solución básica, correspondiente a la base B= |x;, xz} xy} Para 
la solución básica el valor de la función f es igual 

fy=c 


El proceso de resolución de problemas de la programación 
lineal mediante el “método simplex”, se divide en una serte de 
etapas. Cada etapa consiste en pasar de la base dada B a otra B' 
de tal forma que el valor de f disminuya o, por lo menos, no 
aumente: f, Sfp, La base nueva B' se obtiene de la vieja B 
de una forma muy simple: de B se climina una de las incognttas 
y en lugar de ella se introduce otra (de las no básicas anteriores) 
Claro está que el cambio de base conduce a la reestructuración 
correspondiente del sistema (1). Después de una cantidad k de 
semejantes etapas, o bien obtenemos la base BW, para la cual 
f'% es el minimo pedido de la función f y la correspondiente 
solución básica es optima, o bien uclaramos que el problema no 
tiene solución 

Ilustraremos el “método simplex” con algunos ejemplos, 

EJEMPLO 1 Supongamos que un sistema dado de restricciones 
y una función f son reducidos a la forma: 

Xx =1l—x4+ 2x5 

Xa = 2 + 2X4 — is 

Xy = 3 — 3x4 — Xs, 
SJS=Xx 2 Xs 


Aqui las incógnitas xı, X2, X3 forman la base. La correspondiente 


solucion básica será 
(1, 2, 3,0, 0% 


el valor de f para esta solución es igual a 0, 

Veamos si esta solución es Optima. Como quiera que xs entra 
en f con coeficiente negativo, podemos intentar disminuir el valor 
de f. aumentando el de xs (y conservando el valor nulo de xy) 


b225 


1/4 


No obstante, esto se debe hacer con cuidado, ya que al variar xs 
cambian los valores de x, Xz, X3, y por eso se debe procurar que 
ninguno de ellos se haga negativo, 

Como quiera que el aumento de xs conduce al aumento de x,, 
entonces para x; tal peligro no existe Analizando xz y x3 
hallamos que xs puede ser aumentado hasta 2 (y no mas, de lo 
contrario x, se hace negativo), lo que nos da x¡=5, x2=0, 
xy =1 Como resultado, obtenemos una nueva solución admisible 
(5, O, L, 0, 2) cuya cantidad de incógnitas positivas sigue siendo 
igual a tres El valor de f, para esta solución, es igual a —2 

Ahora la base nueva está compuesta por xi, Xa» Xa Para 
realizar la reestructuración correspondiente del sistema de restric- 
ciones, es preciso expresar estas incógnitas mediante x3 y Xy 
Comenzaremos por la ecuación para x, (nueva incógnita no 
basica), por la cual expresamos xs (nueva incógnita básica): 

Xs =2+2x4— Mai 


despues expresamos xi, Xy y f 
x=k=x1+2(24+2x4—x2), 
Xy = 3 — 3x4 — {2 + 2x4 — x3), 
J= x4- (2 +2x4 — x2) 
Asi. pues, el problema se reduce a la forma 
Yi =$ + 3x4 — 2X2. 
Xy = 2 + 2x4 — Xz 


y=] — 5x + Xa 
f=-2-x+xX 


La nueva solucion básica es 
15,0; 1,:0,.-2); 


el valor de /, para esta solución, es igual a —2 Y con esto 
finaliza el primer paso del proceso 

Aclaremos sı es posible disminuir aún más el valor de f. 
El coeficiente de x, en la expresión de f es negativo, por eso, 
se puede intentar disminuir f aumentando x4 (sin cambiar x, = 0). 
La primera y segunda ecuaciones no lo impedirán en absoluto; 
por la tercera ecuación se ve que xa puede ser aumentado hasta 


1 
5 (y no mas, de lo contrario, xy se hace negativo). Suponiendo 


15 


[: 
quers gyus 0, obtenemos x, = E 


Pig 
resultado recibimos una solución admisible nueva (5 0, 0, 
A 
5 / 

La base nueva ahora esta compuesta por Xy. Ys, X4 Por la 


ecuación para xj (nueva incógnita no basica) expresamos a x4 
(nueva incógnita básica) 


y sustituimos xa por esta expresion en las restantes ecuaciones, 
Como resultado, el sistema adquiere la forma 


28 3 7 


Sé 2 æ 
x= 
hal l l pr Xx: 
Xy = Ej 5 X; 5 1 
y para la función f se obtiene la expresion 
e 
f 5 + 3 Xy 3 Sa 


n 
el valor de f correspondiente a ella. es igual a — 5 Y con esto 


finaliza el segundo paso del proceso 

Como en la ultima expresion de la función f las dos incognitas 
xy y Xa van incluidas con coeficientes positivos. el minimo de / 
se obtiene siendo xy = x} =0. Esto significa que la ultima solución 


8 112) 

basica E. 0,0 “7, E es optima y el minimo pedido de f es 
11 

igual a 4 el problema está resuelto 


y 
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En el ejemplo analizado el proceso concluye con la determi- 
nación de la solución optima. No obstante, existe una posibilidad 
mas para finalizar dicho proceso. Para ilustrarla resolveremos el 
siguiente ejemplo, 

FIEMPLO 2 E 

X=, + — X l 


Xy =2—Xx, +2X2, 


E 


Aqui forman la base las incognitas x3 y Xa. La solución básica 
tiene la forma 
(0, 0, 1.2) 


el valor correspondiente de f es igual a 0, 

El cocficiente de x; en la expresión para f. es negativo, por 
eso. intentamos aumentar x, (no cambiando x,=0) La primera 
ecuacion no lo impide; por la segunda se ve que x, puede ser 
aumentado solamente hasta 2, lo que nos dará x3=3, x4, = 0. 
La nueva solucion admisible será (2, 0, 3, 0), el valor de f para 
esta solucion es igual a —2 

La nueva base ahora se compone por x; y X}. Por la segunda 
ecuación expresamos a x, y sustituimos esta expresión en la primer 
ecuación y tambien en f. El problema adquiere la forma 


X =3— Xy + Xz l 


La nueva solucion básica es 


(2, 0,3, 0) 

y el valor de f correspondiente a ella, es igual a —2 

En la ùluma expresión para f el coeficiente de xz es negativo. 
Veamos en cuanto se puede disminuir el valor de / mediante el 
aumento de x, (conservando x4 =0). Con dicho fin cxuminemos 
los terminos que contienen x} en ambas ecuaciones del sistema 
y vemos que los dos coeficientes de x, son positivos. Ası, pues, 
Xz se puede aumentar ilimitadamente sin que dejen de ser posi- 
tivos xa y xp Al mismo tiempo. f adquirira valores negativos 
tan grandes como se quiera por su valor absoluto, O sea, 
mín f=— x (es decir, la función f no esta limitada por abajo) 
y solucion opuima no existe 
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Como se ve por los ejemplos aducidos, el contenido de la siguiente 
etapa del “método simplex” es la clección de un coeficiente negativo 
para cierta incognita no básica x, incluida en la expresión para $. Si 
resulta que tales coeficientes en Jugar de uno son varios, entonces puede 
elegirse uno cualquiera de ellos. Esta circunstancia introduce en los 
cálculos cierto elemento de arbitrariedad. Mas con esto la arbitrariedad 
no forzosamente termina, puede suceder que al aumentar x, hasta su 
límite extremo, inmediatamente varias incógnitas basicas se hacen nulas 
Entonces cualquiera de ellas x, puede intercambiarse con xy O sea, X; 
puede pasar a ser no búsica. mientras que x, se incluye en la base. 

Claro está que dicha arbitrariedad puede liquidarse introduciendo 
algun acuerdo complementario No obstante. una necesidad imperiosa 
para ello no existe. De hecho, cierta arbitrariedad incluso es util, ya que 
permite variar el proceso de los cálculos y, de esta forma, hallar una 
sucesion de etapas u operaciones que conduzcan a la resolución mas 
rápida posible del problema. 

2" Determinación de la primera base. En el apartado anterior 
se describe el proceso de resolución de problemas de la programa- 
ción lineal utilizando el “método simplex”. En calidad de condición 
previa se exige que el sistema de restricciones sea reducido a la 
forma *, 

X= lara Fs 
X= PH Preston E + Bam 


Xp SY E Year E Ys 
siendo 2 > 0, P>0,.... y > 0; entonces se dice que las incognitas 
Xis Xz + Xp forman una base. 

En muchos problemas de la programación lineal la base se 
percibe directamente En otros casos dicha base debe buscarse 
Examinemos uno de los métodos para hallar la base llamado 
habitualmente metodo de base artificial 

Para ilustrar este método analicemos un ejemplo 

eiemnLo Sea dado un sistema de restricciones 

2x; — 2x3 + 2x3 — Xa — 7x5 


—4, 
=x; + 3x — 2x, + xs + 3x = S, 
el cual debe ser resuelto con relación a cierta base iwaal. 


[EJ] 


= O a una forma análoga. que tenga en los primeros 
miembros de las ecuaciones, nO Xy, Xz: - Xp SINO Olras r mcognitas, 
las restantes n—r incógnitas deben estar incluidas en los segundos 
miembros 
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Primeramente transformamos dicho sistema de tal modo que 
los términos independientes de las ecuaciones sean no negativos. 
Para ello, debemos multiplicar los dos miembros de la primer 
ecuación por —1 Tendremos el sistema 

— 2x1 + 2x2 — 2X3 + Xa + 7x6 =4, ) 


mv + dx — 2x3 + Xa + 3x5 =5 w 


A continuacion introducimos las incógmtas auxiliares o artificiales 
ty e y funa en cada ecuacion) de la siguiente forma: 


y =4—(—2x, + 2x7 — 2x3 + Xa + 7x5), } 


ya =5— (=x + 3x2 — 2x3 + Xa + 3x5). 6 


Naturalmente que todas las soluciones del sistema (4) se pueden 
obtener mediante las soluciones del sistema (5), que satisfacen las 
condiciones vy =0, v,=0, y dejando de cada una de estas 
soluciones unicamente los valores de Xj, , Xs. 

En el sistema (5) las imcognitas y, e va forman una base. 
Supongamos que, partiendo de esta base, conseguimos pasar 
a otra sin contenido de incógnita artificial Entonces, omitiendo 
en las ecuaciones obtenidas los términos con y, € y, (0, que es 
lo mismo, suponiendo que y, =0 e y, =0), obtenemos un sistema 
equivalente al sistema inicial (4, además, este sistema será 
resuelto con relacion a cierta base 

Queda por resolver cómo pasar a no basicas las incógnitas 
yy ya del sistema 15) Es interesante que con este fin podemos 
nuevamente utilizar el “metodo simplex". Concretamente, resolvet 
remos con ayuda de este método el problema sobre la minimiza- 
cion de la funcion 


Fey da 


con las restricciones (5) y con las restricciones” x; 20, ..., x5>0, 
W0 320, Las premisas necesarias para que sea válido el 
“método simplex”, en este caso se mantienen, ya que el sistema (5) 
tiene la forma requerida para ello (tenemos determinada la base 
inicial Ji, Va) Después de cierto número de pasos será obtenido 
el minimo pedido Como F 30, entonces tambien min F > 0, por 
eso, son posibles dos casos: 

i mm F:0 Esto significa que el sistema (5) no tiene 
soluciones no negativas para las cuales y¡=0, y2=0 (de lo 
contrario min F=0) Por consiguiente, en este caso el sistema 
imoral (4) no tendra soluciones no negativas. De ello se deduce que 
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cualquier problema de la programacion lineal. con un sistema 
así de restricciones es 1rresoluto 
2 mm F=0 Supongamos que en este caso (xf, . x$, J? 
y3) son soluciones óptimas. Como y? + y$ = min F=0, entonces 
y] =0, y =0 De ello se deduce que (xP, . x$) es solucion 
no negativa del sistema inicial (4), 
Así, pues, cuando min F = Q, el sistema de restricciones (4) tiene, 
por lo menos, una solución no negatiwa 
Si al final de este proceso (es decir, cuando se ha alcanzado 
mín F=0) resulta que las incógnitas artificiales y, € y: se 
encuentran entre las no basicas, entonces hemos logrado nuestro 
objetivo la separación de una base entre las Incognitas Xp, 1... Xs 
Si, por el contrario, resulta que algunas de las incognitas vy, yı 
siguen incluidas en la base, entonces sera preciso continuar las 
transformaciones. 
Asi, pues, resolvamos el problema de minimización de la 
función 
F= y; + y2=[4—(- 2x1 + 2x2 — 2x3 + Xa + 7x8)] + 
+ [S —(—x1 + 3x2 — 2x7 + X4 + 3x5]] = 
=09+3x, — 5x2 + 4x3 — 2x4 — 10x, 
El coeficiente de x4 en la expresion para F es negativo, por 
eso, probamos disminurr el valor de F aumentando x4. Comparando 
los coeficientes de xa en las ecuaciones (5) con los terminos 
independientes. hallamos que x, puede ser aumentado solamente 
hasta 4, en este caso jy se hace nula La nueva base esta 
compuesta por Xs, yz. Revolvemos la primera ecuación con 
relación a xy y ponemos la expresion obtenida para x4 en la 
segunda ecuación y en F El «problema adquiere la forma 
Xa =442x, — 2x7 + 2x3 — 7x5 Jn 
Y2=1—=X1 —X2 + Axs + yi, J 
F=] =x; = X2 + 4x5 +2y1 
Con esto finaliza la primera etapa del proceso Como resultado 
de ello conseguimos hacer no básica la incógnita yı 
El coeficiente de x,, en la nueva expresión para F, es negativo 
Analizando las ecuaciones (6), observamos que x; se puede 
aumentar solamente hasta 1; en este caso y, se hace nula 
La base está compuesta por xa, xı Transformando las ccuaciones 


(6) y la expresion para F (por cierto, esta ultima ya no forzosa- 
mente), obtenemos 


(6) 
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E a E a 
7 


s =1=x3+4x%%5 ty — Va5 


F=, + 
Asi, pues. como resultado de la segunda etapa las incógnitas 
artificiales y, e jy} se convierten en no básicas. Eliminando en 
las ecuaciones (7) los términos que contienen y, € vz, obtenemos 
sa = A= dx + 2x9 + as | 


xi = | — xz + 4x5 f 


Esto significa que en el sistema imcial (4) se ha separado la 
base El problema esta resuelto, 

Como ya indicabamos antes. al hallar por el “método simplex” el 
minimo de la función F, gual a la suma de Jas incógnitas artificiales, 
puede suceder que en el momento de finalizar el proceso (o sea, cuando 
se alcanza min F = 0) una parte de las incógnitas artificiales aún continua 
perteneciendo a la buse Con ayuda de unos procedimientos simples, los 
cuales demostraremos con un ejemplo, se puede convertir estas incógnitas 
en no basicas 

Supongamos, por ejemplo, que despues de cierta cantidad de etapas 
el problema obtiene la forma 

1 1 3 8. A L 
megg tro Ms 3 


v= x= x+llx+ 5%5s+ 2yo (8) 
h= Gxi + 6x3+ 6x + 4xs+ 2y; 
F= Txit Sx + 17x24+ 9xs+ Sy 


Observaremos que la funcion F ha alcanzado ya su minimo igual 
a cero, por lo tanto. se puede excluir del anahsis ulterior. Las incógnitas 
Ya € Ja todavía contnuan incluidas en la base No obstante, los términos 
independientes en las ecuaciones para y, e y, son iguales a cero. y esto 
no es casual, pues, min F =0 sigmfica que en la solucion básica obtenida 
ya=0 e py =0U Ahora nos valeremos de esta circunstancia para excluir 
de la base a y, e yy Para ello observaremos que en la ccuación para 
Y, entre los coeficientes de las incognitas xi. Xy, hay un número 
negativo éste es el coeficiente —1 de xy Reulicemos la sustitucion 
xa = 12 (hacemos basica la incognita x, y pasamos y, a las no básicas). 
Con este fin, resolvemos la segunda ecuacion con relación a x3 y ponemos 
la expresion obtenida para x; en las demas ecuaciones Como quiera que 
el termino independiente de la segunda ecuación es igual a cero, como 
resultado de esta operacion los termmos independientes de las ecuaciones 
no cambian (y. por lo tanto, siguen siendo no negativos). 


Obtenemos 


i 5 
t= t t F lx +7 onar = a 


5 Ja» 
y= xi + llxet Sxs+ 29 pa 19) 

Ya= L2x, + 72x4 + 34x5; + 14y,— Ój2 
Ahora en la ecuacion para yz ya no hay coeficientes negativos 
(de x, + Xs). por eso. no será posible pasar y, a las incógnitas no 
basicas Mas no deberemos disgustarnos demasiado por este hecho Pues, 
si unos números cualesquiera Xy. ..., Xy satisfacen el sistema inicial de 


restricciones, entonces jy y: e 1 deberan igualarse a cero Por lo tanto, 
12x; + 72x4 + 34x; =0, 


Ya que todos los coeficientes de las incognitas uenen aqui un mismo 
signo, entonces de ello deberá deducirse:" 


X= Xq x; = 0; 
de tal forma. estas igualdades son consecuencias del sistema inicial de 


restricciones y de las condiciones x; > 0 (i=1 + 51 Si las consideramos 
cumplidas, entonces el sistema (9) tomará la forma 


TS 
“=l. 


Asi, pues, el sistema dado de restricciones, con la condición de que las 
incógnitas no son negativas, permite solamente una solucion 


=>, x3 =0, x,=0, x=0, x:=0 


$ 15. TEOREMA DE LA DUALIDAD 
EN LA PROGRAMACIÓN LINEAL 


En diferentes ramas de las matemáticas nos encontramos con 
los llamados teoremas de la dualidad. Cada uno de ellos permite 
formular para cualquier demostración o afirmación de una teoría 
determinada otra demostración por una regla uniforme y de ta) 
modo, que de la justeza de la primera demostración automática- 
mente se deduce la justeza de la segunda. Un ejemplo formidable 
del teorema de la dualidad nos concede la programación lineal. 

Sea dado un problema de la programación lineal, que en 
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adelante llamaremos problema inicial o, simplemente, problema A. 
Las restricciones se dan en forma de desigualdades. O sea, tenemos 
el sistema 

MAX + b1 20, 


AA+ + br 20, (0 


Umi Xy + AXE 0 Fl Xy t bn 20, 
de m desigualdades lineales con n incognttas y la funcion jineal 
J= +02 + de aa 


Entre todas las soluciones no negativas (x; >0, x220, ... 

+ X, 2 0) del sistema (1) es preciso elegir aquélla que comunique 
máximo valor a la función f (maximiza f). 

Liguemos con el problema 4 un problema nuevo 4, el cual 
llamaremos duul con relacion al primero He aqui su formulacion 
sea dado el sistema 

diyy + aya + + Um Y tc SO, 
<0, 


dyi azaba a Jm + da 


MinYa F anda ois F mnm En $ O, 
de n desigualdades lincales con m incognitas y la función lineal 
Q= biyi + baya ++ md 


Entre todas las soluciones no negativas del sistema (1) es 
preciso elegir aquella que comunique a la función ọ el valor 
minimo posible (minimiza p) Comparando los problemas A y A' 
observamos que 

1 El coeficiente de la ¡-ésima incógnita en la 1-ésima ecuación 
del sistema (1') es el mismo que el coeficiente de la 1-ésima 
incógnita en la j-esima ecuación del sistema (1). 

2 Los 1érminos independientes de las desigualdades en cada 
uno de los problemas, coinciden con los coeficientes de las 
incógnitas en la función lineal del otro problema. 

3. En el sistema de desigualdades del problema A todas las 
desigualdades son del tipo >0, además, en este problema es preciso 
alcanzar c} maximo de f En el sistema de desigualdades del 
problema A, por el contrario, todas las desigualdades son del 
tipo <0, y en el es preciso alcanzar el minimo de 
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Uno de los principales teoremas de la programación lincal, 
el asi llamado teorema de la dualidad, afirma lo siguiente. 
TEUREMA DE LA DUALIDAD Sí un problema inicial tiene solucion, 
entonces el problema dual u él también uene solucion Al mismo 
tiempo, el maximo de la función f es igual al mimmo de la 
funcion q: 
max f = min y 


Demostraremos este teorema reduciendolo a la cuestion de la 
compatibilidad de cierto sistema de desigualdades. 

Para que sea mas comodo seguir la demostracion, dividimos 
ésta en varias etapas 

ETAPA 1 LEMA Sox, .., X8, es cualquier solución no negativa 
del sistema (11 e y], Yp cualquier solución no negativa del 
sistema 11'), entonces los valores de las funciones f y Q para estas 
soluciones, están relacionadas por la desigualdad 

fo < 


DEMOSTRACIÓN Analicemos las desigualdades del sistema (1), en 
las que en lugar de xi,  , Xp hemos introducido los valores 
Xx... X3. Multipliquemos la primera de estas desigualdades por 
y$, la segunda por $. y asi sucesivamente, y sumemos las 
desigualdades obtenidas 


(a dina) H biyi H bn 


(se debe tener en cuenta que multiplicamos desigualdades por 
números no negativos. por eso, los signos de las desigualdades 
no cambian). Exactamente lo mismo, multipliquemos la primera 
desigualdad del sistema (1) por x). la segunda, por x}, etc, 
y sumemos después 


(AI de) F LXI F a HCNA E O 


En ambos casos lus expresiones entre parentesis son iguales a la 
suma de los términos de la forma dypt x? con respecto a todos 
i=l,.,..mioj=1L...., 8 Por lo tanto, las dos expresiones entre 
paréntesis comeiden Pero entonces 


E + bati 


o bien fo < (pu. Fl lema queda demostrado. 

grapa > Reduccion de los problemas A y A' u la resolucion de 
cierto sistema de desigualdades 

Examinemos el siguiente sistema “combinado” de desigualdades. 
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11%] Hor + Oia +h,>0, 
dm Ho an + bn >0, 
aayi +o gd + Ci S O, (S) 


Bindi +--+ amm + Ca S 0, 


Cily H -+C =b: yi =+-:— bmYm 2 0- 

Coamo podremos observar, este problema esta compuesto por los 
sistemas (1), (1') y por la desigualdad f — q >0. Incógnitas en el 
sistema (S) son Xi. .--, Xm Yis oers Ym [total n+ m incógnitas). 
Ante todo estableceremos el siguiente hecho 

Si el sistema (S) tiene solución no negativa xl. y x8, y9, -0s Ymr 
entonces los números x$, . .. x% dan solución al problema A y los 
números yf, «+, yA, solucion al problema A', ademas, fo = Qo. 

Nos detendremos un poco en hecho, para subrayar la impor- 
tancia de principio que tiene la afirmación que acabamos de 
formular, En ella formidable es que un problema de la programa- 
ción lineal, es decw, un problema de maximización se reduce a la 
resolución de un sistema de desigualdades lineales sin ningunas 
exigencias de maxımızacion. De hecho, claro que la resolución del 
sistema (S) (en la región de valores no negativos de las incógnitas) 
no es, en absoluto, más facil que la resolución de un problema 
micial de la programacion lineal (problema A): no obstante, el 
mismo hecho de ta) redución es muy curioso 

Entonces, demostremos la afirmación hecha anteriormente. Ante 
todo está claro que los números X?, ..-, x% no son negativos 
y satisfacen el sistema (1); de la misma forma los números 
Hs 1... YA no son negativos y satisfacen el sistema (1). Además, 
para estos numeros, es válida la desigualdad 


fpo 


[que se desprende de la ultima desigualdad del sistema (S)]. Por 
otra parte, conforme al lema, tenemos 


fo < 00. 
Por lo tanto, fa = Yo 
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A continuación. Si Xi. .-.. X, es una solución no negativa 
cualquiera del sistema (1), entonces de nuevo conforme al lema 
tenemos 

ÍS o 


Comparando esta desigualdad con fo = po obtenemos f < fo, de lo 
que se desprende que fo es valor maximo de /, 


Lo mismo, Si Yis .. . Vm es una solucion no negativa cualquiera 
del sistema (1'), entonces conforme al lema tenemos 
ES 


comparando esta con fo = py obtenemos Po $ p. es decir, o es 
valor máximo de p, Con ello se demuestra la afirmacion antes 
formulada. 

etapa y Conclusion de la demostración Nos queda ahora por 
demostrar lo siguiente sı el problema A tiene solución, entonces 
el sistema (5) tiene solución no negativa. Pues, en este caso, como 
acabamos de demostrar, fo = Po, es decir, max f = min q 

Partiremos de lo inverso, es decir, supongamos que el sistema 
($) no tiene soluciones no negativas Para este caso tenemos el 
corolario del teorema sobre sistemas incompatibles ($ 11). Cierto 
que este corolario se refiere a sistemas compuestos por desigual- 
dades 0, mientras que nuestro sistema (S) se compone por 
desigualdades <0 Pero esta situacion es fácil de corregir, escri- 
biendo dicho sistema (S) de la forma 


MaXy H Uy Xo +h 20, 
irá at Ama Yn a + bm 20. 
Sarh — 0 mdm 410, P (5) 
T a A E En 20 
CNH. Fina “ahi — +: Blin 5800, 


Entonces, supongamos que el sistema ($) no tiene soluciones 
no negativas. Conforme a la consecuencia del teorema sobre 
sistemas incompatibles, se hallaran numeros no negativos ky, -s Km 
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he «d s (en total m+n + | números) tales que” 

apkit o amkan +015<0, 
š E (2) 

inki Hp kim t Ens SO, 

==. — indy — bis < O, 
(2) 

Sml = — mln — Drs S 0; o 

biki ++ bakm = eih =- tahy < 0. (3) 


De principio. demostraremos que el numero s nò es igual a cero. 
En cíecto, supongamos que esto no es asi, es decir, s = 0. Veamos 
una solucion cualquiera no negativa x ¿xo del sistema (1). 
Razonando de la misma forma que para demostrar el lema, 
hallamos que 


O E bmkm > 0. 


Pero la expresión entre paréntesis es <0 [esto resulta si se 
multiplica la primera desigualdad de (2) por x?, la segunda por 
x? y asi sucesivamente, temiendo al mismo tiempo en cuenta que 
s=0, y realizando después la suma]. De ello tenemos 

hiki + + bp km > 0, (4) 


despues de lo cual de (3) se desprende 
cili +... Loly > 0 


A continuacion, multiplicando las desigualdades (2' (en las que 
s=0) por un numero positivo y arbitrario 2, tendremos 

Ali ++. + inkl, > 0, 
x Pa 15) 
ümidli + F amà 2 0. 


Si a cada una de las desigualdades (1), en las que en lugar de 
Xj- .:. Xa hemos introducido x?, ..., xy, añadimos ahora su 


* Los numeros ki, km lio, ln s son precisa- 
mente aquellos. por los cuales multiplicamos la primera, segunda, 
(m+n + l)-gsima desigualdad del sistema (S') para obtener (después 
de sumar) la desigualdad contradictoria ax; + .+4,x,+4Y, + 
+ tlmdim +d 20, siendo dj, <., am jo. An EO y d, número negativo. 


127 


desigualdad correspondiente de (5), ballaremos que los números 
Ai), 


tambien forman una solución no negativa del sistema (1). El valor 
de la función f para esta solución será igual a 
A ON 


pero como la expresion entre paréntesis es estrictamente positiva, 
entonces el valor de f aumentará ilimitadamente al aumentar 2. 
Esto significa que máx f = 0, es decir, a pesar de la condición, 
el problema A no tiene soluciones 

Así, pues. s no es igual a cero. Por lo tanto, de (2) se desprende 
que los números a wii e forman una solución no negativa 


h 


del sistema (1): de (2), que los números e u h forman una 
s 


solución no negativa del sistema (1'} y de (3) que para estas 

soluciones p=f<.0 Pero esto contradice al lema O sea, 

suponiendo que el sistema (S) no tiene soluciones no negativas, 

llegamos a una contradición. Por consiguiente, tales soluciones 

forzosamente existen, lo que demuestra el teorema de la dualidad 
rempLO Hallar el valor máximo de ia funcion 


J =2x2 + 12x3 


con la condición de que las variables xı, xı Xy Son no negativas 
y satisfacen las desigualdades 
MX +2%0,) 


—x1 —X2 dx + 1390 S 
kesoLución Llamaremos al problema planteado problema 4 


El problema dual a el (problema A’) deberá formularse asi: hallar 
el valor mínimo de la función 


p=2y; + ya 
con la condición de que las variables y, e y, son no negativas 
y satisfacen las desigualdades 
=y <0, 
==) -y2+2<0, 16) 
-yy — 4y +120 
El problema 4' puede resolverse gráficamente, trazando en el plano 
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de coordenadas y,0y> la región de soluciones del sistema (6). 
Esto va representado en la fig. 51, Por esta misma figura se ve 
que la funcion q alcanza su valor minimo en el punto (0, 3). 
que es uno de los vértices de la región, Este valor es igual 
a tres Conforme al teorema de la dualidad, el máximo de la 
función f tambien debe igualarse a tres. 


Fig. 51. 


$ 16 RESOLUCIÓN DEL PROBLEMA 
DEL TRANSPORTE 


Entre los problemas de la programación lineal el problema 
del transporte ocupa un lugar especial, no solamente debido a su 
Importancia practica, smo también por el hecho de que al esquema 
del problema del transporte se reducen otros muchos problemas 
de la programacion lineal 

Naturalmente, que el problema del transporte como otro 
cualquier problema de la programación lineal, puede ser resuelto 
utilizando el “metodo simplex”, No obstante, merced a la estructura 
especial del sistema de restricciones de este problema, el pro- 
cedimiento general del “método simplex”, utilizado con relación 
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a dicho problema, se simplifica considerablemente. En este párrafo 
daremos el método de resolución del problema del transporte 
llamado método de potenciales. Este método representa una variante 
del “método simplex”, adaptada especialmente al problema del 
transporte. 

En primer Jugar recordaremos la formulación matemática del 
problema del transporte. Para precisar, consideraremos que tenemos 
tres yacimientos, los cuales designamos ahora por An Az A3 
y cuatro consumidores B,, B}, By, Bu. además, las reservas son 
iguales a a,, 7, az y los consumos o necesidades, a by, ba, by, 
ba, respectivamente (se considera que a, -+ a+ a=b, +b3+ 
+ by + ba). e 

Además de estos datos tenemos dados otros 3 x 4= 12 datos 


(es natural colocarlos en forma de tabla); cą representa el precio 
de transporte de una tonelada de carbón desde A, hasta B, 
Naturalmente que todos los valores cy son no negativos. Las 
incógnitas en este problema son 3 x 4 valores 


xy, Significa la cantidad de carbón, destinado para transportar 
desde A; hasta B; El problema consiste en hallar unos valores 
de las incógnitas, para los cuales se cumplen las condiciones: 


xy>0, (i=1,2,3,)=1,2,3, 4), B) 
Xi, + Xiz + Xia + Xis = Mi, 
X21 + X22 + Xas + X24 = Aa, 4) 


Xa1 + X32 + Xaa + X34= iz 
Xu + Xz + = bi 
X12 + X22 + Xy = dr, 5 
X13 + X23 + xa = by 
Xia + Xza + Xaa = De, 
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y la función lincal 
S=Fcpx ((=1,2,%j=1.2,3.4, © 


es minima. 

Señalaremos que las ecuaciones (4) y (5} son fáciles de recordar, 

En efecto, la i-ċsima ecuación del sistema (4) significa que 
Ja suma de las incógnitas en el i-ċsimo renglón de la tabla (2) 
es igual a a; por esta razón, llamaremos las ecuaciones (4) 
horizontales. Exactamente lo mismo en la j-ésima ecuación del 
sistema (5) se da el hecho de que la suma de las incógnitas de 
la j-ésima columna de la tabla (2) es igual a bj; a consecuencia 
de ello llamaremos las ecuaciones del sistema (5), verticales. 

1°. Determinación de la primera base. Como es sabido, a los 
cálculos por el “método simplex” precede una etapa preparatoria 
que es la determinación de la primera base. Para el problema del 
transporte existe un método, sumamente simple y cómodo, para 
hallar la primera base, el llamado método del ángulo noroeste. 
El contenido de este método será mejor explicarlo con un ejemplo 
concreto. 

Como antes, supongamos que se tiene tres yacimientos Aj, 
42, Az (puntos de partida) y cuatro consumidores B,, Ba, By, Ba 
(puntos de destino), además las reservas y necesidades son iguales 
a las siguientes magnitudes: 


41=60, a,=80, aj=110, 
b,=40, b,=30, b3=9%, b,=90. 


Estos datos van incluidos en la tabla 1 


Tabla 1 
B, B, B; Ba Reservas 
A, 40 | 60 
Az 80 
A, 110 
Necesidades 40 30 90 9 
al bas 
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Probaremos cubrir las necesidades del primer consumidor Bı 
con las reservas del primer yacimiento A. En este caso esto es 
posible, ya que las reservas, dí =60, superan las necesidades, 
b, =40 

Por lo tanto, escribimos en la casilla x,, la cifra 40. Las 
necesidades del punto B, resultan cubiertas totalmente y por eso, 
Ja columna que corresponde a B, temporalmente se puede excluir 
de los cálculos. Ahora podemos considerar que tenemos una nueva 
tabla 2, la cual incluye tres consumidores: Be, Bı By y tres 

Tabla 2 


yacimientos: 41, Az, A; entonces las reservas en A, son iguales 
a a, = 60 — 40 = 20. Observamos que en la tabla 2 la suma de 
todas las necesidades sigue siendo igual a la suma de todas las 
reservas. 

Con respecto a la tabla 2 utilizamos el mismo procedimiento, 
o sea, probamos cubrir las necesidades, b, = 30, del punto B, (en 
la tabla 2 el punto B} desempeña el papel de primero) con las 
reservas a, = 20 del punto 4,. Naturalmente que dichas necesidades 
se lograrán cubrir sólo en parte, puesto que bz > ah. Escribimos 
en la casilla x,2 la cifra 20, que es lo máximo que se puede 
transportar de A, a B, Con ello, las necesidades de B, se 
reducen hasta b; = 10 y las reservas de 4, quedan agotadas por 
completo. En virtud de esto, el renglón de la tabla 2, correspon- 
diente a Ay. se puede eliminar temporalmente. Así, pues, llegamos 
a la tabla 3, la cual contiene ya dos yacimientos: Az y Az 
y tres consumidores: Ba, Bz, Ba. 

Por el mismo procedimiento, continuamos simplificando con- 
secutivamente las tablas obtenidas hasta cubrir las necesidades 


9r 
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Tabla 3 
B, B, Ba 
A 80 
As A no + 
10 9% 9 


de todos los consumidores. Según las condiciones del problema, 
esto conduce al agotamiento de las reservas de todos los yaci- 
mientos, 

Durante el proceso de simplificación de las tablas obtenemos 
los siguientes valores para algunas de las incógnitas: 


x11=%, X9=20, x32=10, x23=70, x33=20, 


Xy4 =90 0) 
Pasando estos valores a la tabla 1. obtenemos la tabla 4, 
Tabla 4 
B, B, B, Ba 
Ay 40 20 
—— ES 
As 10 70 
fa 
As 20 90 


Denominaremos por basicas las casillas de la tabla 4 en las 
que hemos puesto los valores de las incógnitas y las restantes, 
por libres. Considerando que los valores de las incógnitas Xij 
correspondientes a las casillas libres, son iguales a cero, el conjunto 
de valores de todas las ıncognitas nos dará la solución admisible 
de nuestro problema [o sea, se cumplen tas condiciones (3), (4) 
y (5)] Efectivamente, la suma de valores de las incógnitas, en cada 
renglón de la tabla, es igual a la reserva en el yacimiento 
correspondiente. y en cada columna, igual a las necesidades del 
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consumidor correspondiente. Por eso, las ecuaciones (4) y (5) se 
verifican, Ahora queda aún por demostrar que los valores de todas 
las incógnitas no son negativos. 

En el caso general, es decir, con cualquier cantidad m de 
yacimientos y cualquier cantidad n de consumidores, el método 
descrito permite rellenar m+ n — 1 casillas de la tabla. En efecto, 
por cada paso uoperación rellenamos una casilla justamente, 
después de lo cual tachamos en dicha tabla un renglón o una 
columna; excepción es el último paso cuando la tabla contiene 
sólo una casilla, rellenando la cual excluimos a la vez un renglón 
y una columna. Como la cantidad de renglones es igual a m 
y la cantidad de columnas igual a n, entonces está claro que 
la cantidad de pasos y, por lo tanto, la cantidad de casillas 
(básicas) rellenas es igual a m +n-— 1. 

Demostremos ahora que el sistema de limitaciones (4), (5) 
puede resolverse con relación a las incógnitas que corresponden 
a las casillas básicas. De ello se deducirá que dichas incógnitas 
pueden ser tomadas como básicas, mientras que las demás incógni- 
tas, correspondientes a las casillas libres de la tabla, como 
independientes. 

Para realizar la demostración, unamos las casillas básicas con 
una linea quebrada manteniendo el mismo orden en que estas 
surgieron durante el proceso descrito anteriormente. Para el ejemplo 
examinado resulta una linea quebrada de la siguiente forma: 


Ahora no será dificil observar que las incógnitas situadas en las 
casillas básicas, pueden ser expresadas mediante las incógnitas 
situadas en las casillas libres. Estas expresiones se hallan conse- 
cutivamente: 

para xı, por la primera ecuacion vertical; 

a continuación para x,2, por la primera ecuación horizontal; 

a continuación para Xzz, por la segunda ecuación vertical; 

a continuación para x24. por la segunda ecuación horizontal; 

a continuación para x33, por la tercera ecuación vertical; 
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por fin, para x34, por la tercera ecuación horizontal (o por la 
cuarta vertical) 
Asi, pues, hemos hallado un conjunto de incógnitas básicas 
para el problema dado 
Xib Xi» Xa Xz» X3» Xys 


2°, Resolución del problema por el método de potenciales. El 
hallazgo de la primera base, en la resolución de este problema, 
es una etapa unicamente preparatoria. Una vez finalizada esta 
etapa, todas las incógnitas resultan divididas en dos grupos: 

Xa, básicas, Xp independientes. 


De hecho, a nosotros no nos será preciso expresar las 
incógnitas básicas mediante las independientes. Ahora, en lo que 
se refiere a la función S (precio total de todos los transportes), 
si nos será forzosamente preciso conocer su expresión mediante 
las incógnitas independientes. En otras palabras, es preciso expresar 
la función S de la forma 

S= Y Spakos +5 (8) 
pa 
Demostraremos, cómo hallar los coeficientes spy de las incógnitas 
independientes, 

Con cada yacimiento o punto de partida A; ponemos en 
correspondencia cierta magnitud œ, “potencial” del punto A, 
(i=1, 2, 3) De forma análoga, con cada consumidor o punto 
de destino B; ponemos en correspondencia la magnitud B, “poten- 
cia)” del punto B; (¡=1, 2, 3, 4). Ligamos estas magnitudes 
entre si de la siguiente forma: para cada incógnita básica Xy 
componemos una ecuacion 

A+ Bi = Cu (9) 


en la cual cy significa lo mismo que antes, o sea, el precio 
de transporte de una tonelada de carga desde el punto 4, hasta 
el punto B,. El conjunto de ecuaciones de la forma (9), compuestas 
para todas las incógnitas básicas x,q, forma un sistema de ecua- 
ciones lineales. Este sistema contiene 3 +4 — t ecuaciones (tantas, 
cuantas sean las incógnitas básicas) y 3+4 incógnitas 0%, Pi 
(tantas, cuantos haya yacimientos y consumidores en conjunto) *. 


* En el caso general. cuando se tiene m puntos de 
partida (yacimientos) y n puntos de destino (consumidores) el sistema 
dado se compone de m +n -— | ecuaciones con m +n incógnitas. 
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Se puede demostrar que este sistema es siempre compatible, 
además, el valor de una de las incógnitas puede tomarse arbi- 
trariamente y, entonces, los valores de las restantes se determinan 
por el sistema univocamente, 

Fijamos cualquier solución (41, %2, Ya, Bis Bas Pa» Ba) del sistema 
de ecuaciones (9) y después, para cada incógnita independiente 


Xp hallemos la suma a+ Pa Designamos dicha suma por 
Ca: 

Ay + Pa = Cog 
la cual llamaremos precio indirecto (a diferencia del precio real 
Cpa). Entonces resulta que en la expresión (8) los coeficientes de 


las incógnitas independientes son iguales a 
Spa = Cu he (10) 


La fórmula (10) será demostrada en el punto 3° 

Si todos los valores de Sp son no negativos, entonces la 
solución básica inicial será óptima. Si es que entre ellos los hay 
negativos, Supongamos pay, Entonces se pasa a la siguiente base. 
Este paso, como recordamos, comienza de la siguiente forma. 
Aumentamos Xpygg (dejando las demás incógnitas independientes 
iguales a cero). Si es que con ello surge un momento en que 
una de las incógnitas básicas, supongamos Xs, Se hace nula, 
entonces pasamos a una base nueva eliminando de la base 
anterior la incógnita xko € introduciendo, en lugar de ella, Xpo: 
Con el traslado a la nueva base finaliza una de las etapas 
u operaciones del “método simplex”, 

Por ahora, hemos expuesto solamente algunos razonamientos 
necesarios para el conocimiento del método de potenciales. En lo 
que se refiere a la solución real del problema, para su explicación, 
mejor será analizar un ejemplo. 

mempLo. Son dados tres puntos de partida 41. Az, Aa con 
reservas 


a,=60, a=80, a= 110, 
y cuatro puntos de destino Bi Ba By B4 con necesidades 
(consumos) 
b,=40, b3=30, b3=90, b,=90. 


Los valores de cı; (precios de tansporte de una tonelada de carga 
desde A; hasta B,) se dan en Ja siguiente tabla- 


Resolución. Comenzamos por la determinación de la primera solu- 
ción básica. En dicho caso, el método del ángulo noroeste 
conduce al siguiente resultado (véase el ejemplo del anterior 
apartado 1“): 

Tabla 6 


Designamos esta solución brevemente por X . El valor de la fun- 
ción $ será para ella igual a 
Y ayxy=1-404+2-20+6-104+7-70+1-20+4-90= 1010. 

Para hallar los potenciałes es preciso resolver el sistema de 
ecuaciones 

arthiscnel, 

ai +B=c2=2, 

a+ Br= c= 6, 

0% + B= c37, 

a+ Bs =c l, 

as +Be= 4, 


además, a nosotros nos satisface cualquier solución de este sistema, 
El valor de una de las incógnitas, como ya indicábamos, se puede 
prefijar arbitrariamente. Suponiendo que a, = 1, hallamos sucesi- 
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vamente: 
B,=0, P2=1. =s P=2 a =-—l, 

Después hallamos los precios indirectos Cy: 
casn + h=, 
=4 +P.=6, 
a=a+B=5, 
ds =0% + Ba = 10, 
csi =0%+P,=(-1), 
1 =%+P,=0. 


Más cómodo es realizar estos cálculos con ayuda de la tabla 7 
en la que, al principio, van inscritos solamente los valores de Cy 


para todas las casillas básicas. 


Tabla 7 
N 
A (O 
pra 
pyi 
1j 4 
ai 


Admitiendo que œ, = 1 calculamos por la regla dada anteriormente 
los potenciales o, y Pi los cuales inscribimos en Jas casillas 
Tabla 8 
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correspondientes; obtenemos la tabla 8. Después hallamos los 
precios indirectos chy los cuales inscribimos en las casillas corres- 
pondientes; obtenemos la tabla 9. 


Tabla 9 
e a 
N 
1 1 0 
5 s: 10 
=1 y] Y 1 4 


De hecho, las tres etapas elementales analizadas pueden ser 
unidas en una, 

Determinemos ahora las diferencias sp, = Cp 
dado 


. En el caso 


s3=3-3=0, 
s5a=4=6=-—2, 
$51=5-5=0, 


$4 =10-10'=0, 
su =4-(-1)=5S, 
s:=2-0=2, 
Por consiguiente, la expresión de la función S, dada mediante 
las incógnitas independientes, tendrá la forma 
S = 1010 — 2x34 + Sx31 + 2X32. (11) 


Entre los coeficientes de las incógnitas en el segundo miembro 
los hay negativos, a saber, el coeficiente de x,4. Por lo tanto, 
se puede intentar disminuir el valor de $ aumentando el de xj4 
(y conservando nulos los valores de las demás incógnitas indepen- 
dientes). Suponemos xja = p> 0. Como quiera que las sumas de 
valores de las incógnitas por renglones y columnas, deben per- 
manecer invariables, entonces la adición o sustracción de p de los 
valores de las incógnitas básicas, debera realizarse de la forma 
siguiente: 
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Tabla 10 


40 Mp >= he p 


La adición de p a xı, fue necesario compensarla restando p de 
X34 esto, a su vez, se compensa sumando p A Xs Y asi sucesi- 
vamente, hasta el momento en que retornamos a Xi4. 

Nos detendremos en esto para hacer una observación con 
respecto a la tabla 10. Pasando por las casillas de esta tabla en 
el mismo orden que compensamos p, obtenemos una linea 
quebrada y cerrada, compuesta alternativamente por trozos horizon- 
tales y verticales; en la tabla ésta es la línea de trazos. Uno 
de los vértices de dicha línea se sitúa en una casilla libre (en 
nuestro caso, en la casilla x14) y los restantes, en las casillas 
básicas (por cierto que no obligatoriamente en todas; en la tabla 10 
la casilla xı; no figura). Una línea quebrada así se llama ciclo, 
o más exacto, ciclo de recuento correspondiente a la casilla libre 
dada. 

Como se puede observar por la tabla 10, la condición de que 
las incógnitas sean no negativas permite aumentar p solamente 
hasta 20. Suponemos que p= 20, entonces xı, se hace nula, Asi 
pues, introducimos en la base la incógnita xı, y pasamos la 
incógnita x,2 a las independientes. La nueva solución basica será 


40 20 


n% 
t 


el valor de la función S para ella sera 
1010 — 2-20 = 970, 


(suponemos en (11) xja =p =20 y consideramos los valores de 
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las demás incognitas iguales a cero). Con el traslado a una nueva 
base finaliza una de las etapas del proceso. Hemos logrado disminuir 
el valor de la función S en 40 unidades. 

Hagamos cierto resumen. Al comienzo de la primera etapa 
teniamos dada la solución básica inicial x. Esta etapa consistia 


en pasar a una nueva solución de base X y se componía de las 


siguientes etapas: 

1) hallazgo de los potenciales œ, PB, y de los precios indirectos 

Cha =p + Bas 

2) determinación de las diferencias spy = Cpa — Chi 

3) elección de una casilla libre, correspondiente a ta diferencia 
negativa sy y constitución del ciclo de recuento para esta casilla; 

4) determinación de una nueva solución básica y de un nuevo 
valor de la función S. 

Observaremos que si todas las diferencias sp resultasen no 
negativas, esto significaria que la solución básica x es óptima. 


Entonces las etapas 3) y 4) naturalmente que sobrarian. Así pues, 
el criterio de finalización del proceso es que todas las diferencias 
Spa Sean no negativas. 

Mas, volvamos al ejemplo que analizamos. La siguiente etapa 
comienza por la determinación de los potenciales, precios indirectos 
y por la determinación de las diferencias spy Los correspondientes 
cálculos tendrán la siguiente forma: 


ss, y e O O 
sind pe Pe 
=-2 s= 2- 0=2 
S=970 + 3x12 + 2X13 — 2x21 + 2x31 + 2X32: 


syss- 
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Entre los coeficientes de las incógnitas en el segundo miembro, 
tenemos nuevamente un coeficiente negativo: es el coeficiente 
de x2,. Fijamos la atención en la casilla x}; y componemos para 
ella un ciclo de recuento 


Después de revisar este ciclo llegamos a la conclusión que p 
se puede aumentar solamente hasta 40, Suponemos que p=40 
y pasamos a una nueva solución básica: 


El valor de la función S para esta solución es igual a 
970 — 2: 40 = 890, 


La segunda etapa finaliza después de pasar de X a X 


La tercera etapa comienza también por la determinación de 
los potenciales, precios indirectos y diferencias sp Tenemos: 
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lA q 0 HG 
5 =2-0=2 su=4-=(-1)=5 
s3)=3-1=2 s3=2-0=2 


Ahora todas las diferencias Sp son no negativas. Esto significa 
que la última solución básica X es óptima y que el valor (minimo) 
3 


de la función S, correspondiente a esta solución, es igual a 890, 
Asi pues, la solución óptima del problema está hallada: 


Xs =60, xı, =40, x22=30, x23=10, x33= 80, 
X34 =30, las restantes x; son iguales a 0, 


Para finalizar daremos una vez más, pero ahora ya esquemática- 
mente, el procedimiento de solución del problema del transporte 


Determinación de la primera Determinación de los 
solución básica potenciales 
Cálculo de los precios 

1mdirectos Gy 


Determinación de las diferencias 


Spg = Cog — pg 
(los coeficientes de las incógnitas independientes 
en las expresiones para S) 


Eleccion de una diferencia negativa Spig 
y constitución del ciclo de recuento para la 
casilla libre correspondiente 


Determinación de una 
nueva base 
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OBSERVACIÓN. Si todas las diferencias sp resultan no negativas, 
entonces la última solución básica es óptima. 

3”. Argumentación del método de potenciales [demostración de la 
fórmula (10)]. El punto central en el método de solución que 
acabamos de describir es la fórmula (10), que permite hallar la 
expresión de la función S mediante las incógnitas independientes, 
La dedución de esta fórmula hemos acordado examinar aparte. 
Lo haremos a continuación. 

Con este fin volvamos al análisis de la tabla 10, que contiene 
el ciclo de recuento para la casilla x,4. Dicha tabla nos sirvió para 
hallar p y, con ello, pasar a una solución básica nueva. Pero 
esta tabla permite también resolver otro problema, mediante el 
cual se puede determinar con qué coeficientes va incluida la 
incógnita independiente xı, en la expresión para las incógnitas 
básicas. 

„Ante todo, haremos la siguiente objeción: sí se indican los 
valores de las incógnitas independientes, entonces los valores de 
las incógnitas básicas se determinan univocamente. Ahora bien, 
la tabla 10 nos da, precisamente, una idea de lo que sucede con 
los valores de las incógnitas básicas, cuando a la incógnita inde- 
pendiente x4 se le da el valor p (mientras que las demás 
incógnitas independientes se consideran iguales a cero). Por la 
tabla se puede apreciar que x,4 entra en las expresiones para 
las incógnitas básicas con los siguientes coeficientes: 

en X34, con el coeficiente —1 


en X33, +1 
en Xy” ” A -1 (12) 
ma T v +1 
nx” ” ” =1 


En las demás expresiones para las incógnitas básicas (precisa- 
mente, en X11), X14 va incluida con el coeficiente 0. Revisando 
el ciclo observaremos que los coeficientes de interés para nosotros 
adquieren, consecutivamente, los valores +1 y — 1. 

Ahora queda por resolver la cuestión: ¿con qué coeficiente 
entra x,4 en la expresión de la función S, obtenida mediante las 
incógnitas independientes? Pero esta expresión 


S=14010+513X13 + S1aX14 + S21X21 + S24X24 + 53131 + S32X32 


se obtiene cuando en la expresión inicial de S: 
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S=F ayy (=1,23; j=1,2,3,4) 


sustituimos las incógnitas básicas por sus expresiones obtenidas 
mediante las independientes. En nuestro caso es preciso en lugar 
de Xin Xsan X22 X23, X33 X34 Poner sus expresiones obtenidas 
mediante X13, Xia, X21, X24, X31, Xa. Conforme a (12) el coefi- 
ciente total de xja será 


Sia = Cra — Caa + Cas — C23 F C22 — Ciz 
De esto, 
Sa = cia — (23 + Ba) + (%3 + Pa) — (02 + Ps) + 
+ (02 + Ba) — (0% + Pa) = Cra —(% + Bah, 
o bien 
S14 = Cja — Chas 


Pero esto es precisamente la fórmula (10) (para el caso dado). 
Los razonamientos que nos conducen a la última igualdad, son 
lo suficiente elocuentes y no hay necesidad de repetirlos para el 
caso general. 

Por último diremos algunas palabras sobre otros métodos de 
solución del problema del transporte. El método de potenciales, 
antes examinado, se utiliza, por regla general, cuando los cálculos 
se hacen a mano, ya que una de sus etapas, a saber la compo- 
sición del ciclo de recuento es dificil de realizar en máquinas 
calculadoras. Cuando la cantidad de suministradores y consumi- 
dores es grande (en limites de decenas), este método, en un 
plazo satisfactorio, da solución óptima. Si la cantidad de sumi- 
nistradores y consumidores es demasiado grande (precisamente así 
ocurre con los problemas de la planificación de la economía 
nacional, cuando estas cantidades alcanzan centenares), los cálculos 
a máquina son indispensables. Los algoritmos que forman la base 
del programa de máquina, están basados ya en otras considera- 
ciones, distintas a las que forman la base del método de poten- 
ciales. Estos algoritmos se estudian más detenidamente en litera- 
tura especial, dedicada al problema del transporte. 
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